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RESUME. Cet article présente un micromonde qui a été expérimenté en classe. Suite d
des recherches que nous avions menées pour étudier le réle du micromonde Cabri dans
Uintroduction de la géométrie en tant que domaine théorique, nous avons développé un
nouveau projet de recherche dans le contexte de [’algeébre. Nous présentons les principales
caractéristiques du projet et décrivons le micromonde que nous avons congu et son
fonctionnement. Nous décrivons briévement une expérimentation et nous discutons cette
expérience d’enseignement sur quelques exemples tirés de protocoles dutilisation par les
éléves

ABSTRACT. The paper presents a new microworld realised and experimented in the
classroom. In the same trend of previous studies, concerning the role of the microworld
Cabri in pupils' introduction to Geometry theory, the new research project has been designed
in the context of Algebra. The main characteristics of the project will be outlined; in
particular we are going to give a description of the mircoworld and its functioning. A brief
sketch of the teaching experiment will be accompanied by the discussion of a few exemplar
protocols.
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1. Introduction

En Italie, comme dans d’autres pays, le calcul symbolique constitue un élément
fondamental de I’enseignement secondaire en mathématiques. Dans les pratiques
scolaires, les enseignants passent de fait une grande partic du temps alloué aux
mathématiques a entrainer les éléves au calcul symbolique. Ceci constitue peut-étre
une des traditions les mieux établies dans I’enseignement secondaire en
mathématiques. Les difficultés rencontrées par les éléves ont été bien étudiées.
L’apparition puis la mise a la disposition des systémes de calcul formel (par
exemple le systéme Derive est accessible sur les calculatrices graphiques de type
TI92) ont modifi¢ les données et soulevé de nouvelles questions. Est-il possible
d’intégrer 1’'usage d’outils informatiques dans les pratiques scolaires, non seulement
pour faciliter les calculs, mais surtout pour contribuer a faire construire par les
¢léves des connaissances correctes et efficaces au niveau du sens et des procédures ?
Des recherches ont clairement montré que 1I’évolution du symbolisme algébrique
peut étre décrit en terme d’aspects « operationnels-structurels » [SFA 91, SFA
2000]. L’auteure met en évidence la nécessité mais aussi la difficulté pour les éléves
d’assumer cette dualité.

« "The formula, with its operational aspect (it contains 'prompts' for actions in

form of operators) must be also interpreted as the product of the process it

represents."

"[...] our intuition rebels against the operation - structural duality of algebraic

symbols, at least initially."" [SFA 91]
Les ¢éleves privilégient le caractére opérationnel des formules et expressions
algébriques. Bien que les pratiques scolaires fassent une large part au calcul
symbolique, les éléves manifestent trés peu de « conceptions structurelles » [KIER
92 p. 397]. Dans les écoles italiennes les €léves commencent trés tot a travailler sur
la simplification d’expressions d’abord numériques puis littérales. Ce travail en
classe de troisi¢éme (grade 9) ou les premiers mois de I’année scolaire sont consacrés
a I’introduction de I’algebre. Les limites de I’approche opérationnelle du calcul
symbolique ont été souvent mises en évidence de méme que la nécessité d’une
approche « structurelle et relationnelle » afin de maitriser le calcul symbolique pour
pouvoir [l'utiliser efficacement [ARZ 91]. Des études décrivent les erreurs
stratégiques commises par les éléves qui ont une longue expérience de 1’algebre
mais sont incapables d’identifier les transformations intéressantes a effectuer pour
atteindre un but. Quand I’exercice ne précise pas explicitement la transformation, les
éleves sont incapables de prendre une décision et tournent en rond [KIE 92]
appliquant des transformations sans but précis.
Une clé de I’approche structurelle est la notion d’expressions équivalentes qui peut
étre définie comme un ensemble d’axiomes. Le calcul symbolique est alors
considéré comme des transformations successives d’expressions conservant leur

' La formule, dans son aspect opérationnel (elle suggére ’action associée aux opérateurs) doit étre
interprétée comme le résultat du processus qu’elle représente. Notre intuition, au moins au début, se
révolte contre la dualité « opérationnelle/structurelle des symboles algébriques.
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équivalence dans le cadre d’une théorie. Bien que cette perspective théorique ne soit
pas trés fréquemment adoptée, du moins dans les colléges italiens, c’est cependant
celle dont nous nous réclamons®. Selon I’hypothése fondatrice de nos travaux, les
axiomes, définitions et théorémes sont les principaux éléments qui interviennent
dans le calcul sur les expressions.

Une étude pilote a précédemment montré en quoi un environnement informatique
peut aider a surmonter les difficultés bien identifiées que cette approche théorique
peut soulever aupreés des éléves. En particulier Mariotti [MAR et al. 98, MAR 02]
analyse le fonctionnement de la médiation sémiotique telle qu’elle est mise en ceuvre
par le professeur qui introduit 1'usage d’instruments spécifiques offerts par
I’environnement Cabri-Géomeétre. Dans cette perspective de recherche, un projet a
été mis en place et un micromonde, 1I’Algebrista [CER 99, CER et al. 00] qui inteégre
les axiomes définissant la relation d’équivalence, a été¢ congu. Un prototype a été
réalisé et expérimenté en classe de troisieme.

Dans I’ Algebrista, les expressions affichées peuvent étre manipulées en utilisant des
commandes activées par des boutons. Ces objets informatiques peuvent étre
interprétés comme des signes référant a des expressions et des axiomes (ou
théorémes) a ’intérieur de la théorie algébrique. La manipulation de ces signes
correspond au calcul algébrique. En d’autres termes, le micromonde « embarque » la
théorie de 1’algebre des expressions.

Dans la suite de 1’article, nous commengons par analyser briévement notre
hypothese fondatrice qui consiste a considérer I’algebre comme une théorie. Puis
nous présentons le micromonde que nous avons congu et réalisé. Enfin nous
évoquons une expérimentation que nous avons menée.

2. L’algébre considérée comme une théorie

L’algébre n’est pas une branche indépendante des mathématiques. Au contraire,
c’est souvent un outil pour résoudre des problémes d’autres domaines. L’activité de
résolution de problémes mobilisant I’outil algébrique peut étre caractérisée
fondamentalement par les étapes suivantes :

1. traduction du probléme en utilisant le symbolisme algébrique

2. calcul sur les expressions algébriques orienté par un objectif

3. interprétation, dans les termes du probléme de départ, des expressions

obtenues.

L’expression « calcul orienté par un objectif » n’a de sens que dans un contexte de
résolution de probléme. Dans ce cas 1’objectif est de transformer des expressions
sous une forme qui rend plus évidente la solution du probléme ou qui donne plus
d’informations ou encore qui permet d’appliquer un théoréme connu ou de mobiliser
une quelconque connaissance.

? Cette approche axiomatique du calcul algébrique a déja été proposée en Italie par G. Prodi [PRO
75]
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Par exemple, supposons que 1’étape 1 donne ’expression « x* - 2x + 6 — 3x » et que
le probléme consiste a trouver les zéros de cette expression.

Un objectif de calcul possible peut alors consister a factoriser 1’expression pour
pouvoir appliquer la régle «a * b = 0 si et seulement si a =0 oub = 0» et se
ramener ainsi au probléme « a =0 ou b = 0 ». Dans ce cas, il pourra étre intéressant
de transformer I’expression « x* - 2x + 6 —3x» en « (x —2) (x + 3) » ce que ’on
peut obtenir en utilisant deux fois la distributivité.

Une autre stratégie possible pour résoudre ce probleme pourrait consister a appliquer
la formule bien connue de résolution d’une équation du second degré. Dans ce cas,
on transformera 1’expression « x? - 2x + 6 — 3x » en « X? - 5x + 6 » pour identifier les
coefficients nécessaires a 1’application des formules. Pour cela on utilisera les lois
de commutativité et de distributivité.

Si le probléme ne demande que de regarder ce qui se passe pour x = 0, alors on
substituera la valeur 0 dans I’expression et on calculera le résultat. On pourra
observer que le seul terme différent de 0 est 6.

Cet exemple montre comment différents types d’expressions peuvent induire
différentes solutions ou peuvent étre plus ou moins bien adaptées a la résolution
d’un type de probléme. En d’autres termes, le probléme initial est transformé en
probléemes équivalents plus faciles a résoudre. De ce point de vue le calcul
symbolique consiste a remplacer une expression par une expression équivalente. En
conséquence la notion clé du calcul symbolique est la « relation d’équivalence
entre les expressions ».

Quand on produit une expression algébrique pour résoudre un probléme, cette
expression représente une procédure de calcul pour produire un résultat li€ a la
résolution du probléme. Dans ce contexte une expression est transformée en une
autre qui représente une nouvelle procédure de calcul qui donne le méme résultat a
partir des mémes données. En d’autres termes, de ce point de vue, deux expressions
sont dites équivalentes si et seulement si, en substituant les mémes valeurs aux
lettres, les deux procédures de calcul donnent toujours le méme résultat.
Malheureusement, une telle définition ne fournit pas un moyen d’établir
effectivement que deux expressions sont équivalentes. En fait le processus de
substitution ne peut pas étre un processus fini. De plus, une telle définition ne peut
étre utilisée que pour « vérifier » que deux expressions sont équivalentes mais elle
n’aide pas a produire une nouvelle expression équivalente. On a donc besoin d’une
définition de la relation d’équivalence qui ne nécessite pas de calculs numériques
mais qui peut aussi servir d instrument pour transformer des expressions. Une telle
équivalence peut étre définie en prenant comme axiome les propriétés élémentaires
des opérations numériques. C’est le choix que nous avons retenu [CER et al. 2000].

En résumé, nous considérons le « calcul symbolique » comme une activité orientée
par un objectif consistant a transformer des expressions en utilisant des régles
données par les axiomes adoptés. Ainsi le calcul symbolique prend son sens a
I’intérieur d’une théorie. Dans cette perspective, le micromonde I’ Algebrista a été
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congu pour «embarquer» les axiomes définissant la relation d’équivalence
algébrique. Un prototype a été¢ congu et réalisé. Il a été testé dans des classes de
troisiéme. Contrairement a d’autres systémes de calcul symbolique, I’ Algebrista est
fondé sur [Dapplication de transformations élémentaires, c’est-a-dire sur
I’application par I’utilisateur d’un seul axiome (théoréme ou définition) a chaque
pas, le logiciel n’effectuant aucun calcul automatique.

Dans notre micromonde, des signes particuliers servent de référents aux expressions,
axiomes et théorémes. En d’autres termes, le micromonde offre un homologue
physique aux expressions et axiomes ce qui permet a I’utilisateur de visualiser et
expliciter les entités mathématiques et les relations qui sont en jeu dans le calcul
symbolique. En particulier, en accord avec la théorie de Vygosky, les expressions et
les commandes pour agir sur elles, peuvent étre pensées comme des signes
extérieurs de la théorie algébrique, et en tant que tels, ils peuvent devenir des
instruments de médiation sémiotique [VYG 78]. En d’autres termes ils peuvent étre
utilisés par le professeur dans le cadre de I’activité en classe avec comme objectif
d’introduire le calcul littéral en tant qu’activité théorique.

3. L’Algebrista : description générale

L’Algebrista est un micromonde qui « embarque » une théorie élémentaire des
expressions algébriques. Agir dans le micromonde consiste a transformer des
expressions, une chaine de transformations correspondant a une preuve de leur
équivalence a I’intérieur de la théorie. Les principes fondamentaux qui ont guidé la
conception de L’ Algebrista sont les suivants :

- L’Algebrista est un systéme de calcul symbolique qui est entierement sous
controle de I'utilisateur. C’est un micromonde d’expressions algébriques ou
I’utilisateur transforme des expressions s’appuyant sur les propriétés
fondamentales des opérations, qui constituent les axiomes de la théorie
locale.

- Les axiomes sont représentés par les boutons « propriétés des opérations ».
Ces boutons n’ont aucun comportement implicite ; ils ne font qu’appliquer
les transformations qui découlent directement des axiomes qu’ils
représentent. De plus, un bouton n’applique jamais un axiome de fagon
récursive, il ne I’applique qu’une seule fois.

- Les boutons qui représentent les relations d’équivalence sont réversibles et
fonctionnent aussi bien dans un sens que dans l’autre. Ceci est
indispensable pour faire apparaitre la signification de 1’équivalence des
expressions, et aussi pour associer au signe « égal » (« = ») sa signification
d’équivalence.

- Certains boutons représentent des conventions partagées par la
communaut¢é mathématique tandis que d’autres représentent des
conventions qui seront négociées au sein de la classe. Il s’agit d’essayer de
rendre explicites les aspects conventionnels des activités afin de rendre
explicites les aspects conventionnels des mathématiques.
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- L’interaction est fondée sur la manipulation directe et I’utilisation de la
souris pour sélectionner une expression et cliquer sur des boutons. Ainsi
I’utilisateur n’a pas besoin d’apprendre un nouveau langage pour pouvoir
interagir avec le systéme contrairement a d’autres environnements
informatiques fréquemment employés dans des écoles tels LOGO et
PASCAL.

- L’Algebrista ne peut pas transformer une expression si ’utilisateur ne le
commande pas explicitement en actionnant un bouton. Contrairement a
d’autres calculateurs symboliques, 1’utilisateur dispose du contrdle total sur
I’ordinateur.

- Une fois le nouveau théoréme démontré, 1’utilisateur peut créer un nouveau
bouton pour le représenter et le théoréme est ainsi ajouté au systeme
d’axiomes et théorémes. Le micromonde évolue ainsi parallelement a
I’évolution de la théorie.

Bréve description du logiciel

Apres la séquence d’accueil, L’Algebrista propose a I’utilisateur quatre menus :
Base, Meta, Aiuto® et Info. Comme on peut s’y attendre, les menus Info et Aiuto
fournissent des informations sur L’Algebrista et sur le fonctionnement de ses
micromondes : le menu /nfo contient des informations sur les droits d’auteur et la
licence ; et le menu Aiuto sur les principales caractéristiques des différents menus et
une « aide en ligne ».

Lillgebreista 13 |ady  Lisllgebrista 13

J Copyright by M ichele Cerulli 1999 Copym‘,g}u‘ by Michele Ceruili 1999

Teorvia O Teoviar 1 @ Teoria 2

Figure 1 : Les Menus Base et Meta

Le menu Base

Ce menu donne accés a I’environnement de travail principal de L’Algebrista ;
I’utilisateur peut choisir une Teoria (théorie), c’est-a-dire un micromonde

® « Aiuto » signifie « aide » en Italien. Pour le moment seule la version italienne du logiciel a été
développée.



L’Algebrista : un micr de pour I’enseig t et Papprentissage de I’algebre 7

d’expressions algébriques. La Figure 2 montre les trois théories utilisées lors de
I’expérimentation de classe que nous menons actuellement.

Inserisci

Espre: 5 3o 1+1+1[f©02)
4

2
12 & 22.3 o

3eol1+1+1ffiCoa)

4

SEES) o -[hn-n T
4 0.020 : 3 e 1+1+1f4f)§ (°04)
b b : 2 :
a-bs+a-.c a 1.-0e0 a2 12 » 2©-3 ooa

Figure 2 : Les théories 0, 1 et 2

Chaque théorie est composée de palettes (des fenétres contenant des boutons) et
de bloc-notes (les environnements de travail). Pour commencer une activité,
I’utilisateur doit écrire une expression dans un bloc-notes et l’insérer dans le
micromonde. Ensuite il va mener son calcul en sélectionnant des sous-expressions et
en cliquant sur les boutons disponibles dans les palettes. Tous les boutons (excepté
un comme nous le verrons par la suite) produisent une expression équivalente aux
expressions qu’il transforme.

Le menu Meta

Le mot meta désigne dans ce cas une « meta-théorie ». En effet, ce menu propose
deux instruments pour créer de nouvelles théories®.

Le premier instrument s’appelle I/ Teorematore, il permet a I’utilisateur de créer
de nouveaux boutons pour représenter de nouvelles reégles de transformation qui,
apres leur création, seront disponibles dans les palettes et utilisées pour transformer
des expressions.

* Nous rappelons que nous entendons par théorie un ensemble d’axiomes, définitions et théorémes
représenté(e)s par les boutons.
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Le second instrument s’appelle Personlizza Palette (palette de personnalisation) ;
c’est un ensemble de boutons préts a I’emploi et d’instructions sur la fagon de créer
des palettes a partir de ces boutons et en utilsant // Teorematore.

A T’aide de ces deux instruments, les ¢léves et enseignants peuvent vraiment
construire leurs propres théories en construisant des palettes contenant des boutons
incluant les axiomes, définitions et théorémes qu’ils souhaitent pouvoir utiliser.

Description de Iinteraction avec le micromonde de base de L’Algebrista

Nous allons présenter les principales commandes des théories présentées dans le
menu Base en analysant quelques aspects de I’interaction ordinateur-utilisateur.

2+3+a2 -6 3
. _
Inizio 2-3+a-2+(-6)
abeblas a2 2-3+2-a+(-6)
abic)oabiacs 2342 3 EENEEEY] + (-6)
a(bc)abiac s> 23 +a) (2-3+2-a)+(-6)

Figure 3 : Dans un bloc-notes, I'utilisateur écrit I’expression sur laquelle il
travaille : (2 * 3 +a * 2 — 6 dans ’exemple), puis il la sélectionne et clique sur le
bouton Inserici expressione (Insérer une expression). L’Algebrista crée alors une
nouvelle zone de travail dans laquelle les boutons sont actifs.

La fig.3 présente une palette de L’Algebrista. Plus précisément elle montre la
premiére théorie que nous avons employée lors de nos expérimentations en classe et
elle correspond a la Teoria 0 du menu Base. Cette palette est divisée en quatre
secteurs :

¢ le bouton Inserisci Expressione (insérer I’expression) ;

¢ les boutons des propriétés d’addition et multiplication ;

¢ les boutons de calcul ;

e le bouton a risque (« Bottone a Rischio »).
Cette partition a été établie pour étre cohérente avec les différents roles joués par les
boutons dans les activités en classe. En particulier, nous avons séparé les boutons
qui représentent les propriétés des opérations et ceux qui exécutent les calculs dans
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le but de distinguer les activités de transformation fondées sur les axiomes de celles
s’appuyant sur les calculs numériques.

Un exemple d’interaction a été reproduit dans la Figure 3. L’utilisateur écrit dans
le bloc-notes I’expression sur laquelle il ou elle veut travailler (« 2*3+a 2+-b » dans
notre exemple), puis il ou elle sélectionne 1’expression et clique sur Inserisci
Expressione («insérer 1’expression »), L’Algebrista crée alors un nouvel
environnement de travail ou I’expression originale s’affiche a gauche de I’écran sous
le titre Inizio (« début»). L’insertion de 1’expression est fondamentale car elle
marque ’entrée dans le micromonde ou on peut agir seulement en utilisant les
boutons disponibles dans L’ Algebrista.

Remarquons que lorsqu’une expression est insérée, le logiciel 1’affiche sous une
forme légerement différente.

¢ Toute multiplication est représentée par un point (« 2.3+a.2 ») qu’elle
ait été entrée par I’utilisateur en utilisant un point (« . »), ou une étoile
(«2*3 ») ou encore un espace (« a2 »).
¢ Toute soustraction est transformée en addition et toute division en
multiplication.
L’Algebrista ne connait ni la soustraction ni la division. Ceci correspond a un choix
didactique que nous avons opéré : nous voulons que les €léves travaillent dans un
« environnement commutatif ».

L’interaction se fait toujours en mode «objet-action », c’est-a-dire en
sélectionnant tout ou partie d’une expression puis en cliquant sur le bouton
correspondant a la transformation que l’on veut appliquer a [I’expression
sélectionnée. La sélection a été congue de fagon a ce que I'utilisateur ne puisse
jamais sélectionner des éléments d’expressions qui ne constituent pas une sous-
expression d’un point de vue algébrique. Par exemple dans ’expression a . b + ¢, il
n’est pas possible, de sélectionner b + ¢ si I'utilisateur tente de le faire, le logiciel
étend automatiquement la sélection a a . b + ¢ . Par contre on peut sélectionner a . b
ou ¢ ou a, etc. Les expressions du micromonde intégrent une caractéristique
algébrique fondamentale des expressions mathématiques: leur structure
arborescente.

Revenons a I’exemple précédent, I’expression peut maintenant étre transformée
en sélectionnant le terme a . 2 et en cliquant sur le bouton « propriété¢ de la
commutativité ». Une nouvelle expression est produite par le systéme et affichée a la
ligne suivante ou le terme a . 2 est remplacé par le terme 2 . a tandis qu’une mention
apparait sur la gauche indiquant le nom du bouton employ¢ et la sous-expression sur
laquelle il a agi. A I’étape suivante une partie de I’expression est transformée en
employant la distributivité. A la derniére étape nous avons appliqué la distributivité
dans Iautre sens en utilisant le méme bouton’. En cohérence avec nos hypothéses
didactiques, les boutons intégrent tous les aspects des propriétés des opérations sans
privilégier un sens de transformation alors que d’autres calculateurs symboliques
utilisent des commandes distinctes pour inverser une commande particuliere.

* Le script associ¢ au bouton vérifie la structure de I’expression et décide comment la transformer ; si
aucune structure n’est reconnue, alors I’expression est laissée telle quelle.
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Les boutons de L’Algebrista produisent toujours une expression correcte
équivalente a I’expression sur laquelle ils ont été appliqués. La seule exception est
le bouton a risque qui sert a supprimer des parenthéses : par exemple il transforme a
+(+c)ena+b+cemaisaussiena.(b+c)ena.b+c.Cebouton a été isolé des
autres a I’interface et mis en évidence afin que I’utilisateur le distingue et I’utilise
avec précaution. Son rdle et son usage doivent étre négociés en classe afin de
clarifier 1'usage conventionnel des parenthéses et leur rapport avec les axiomes
algébriques.

Notons enfin que les propriétés de commutativité et d’associativité ont été
représentées par le symbole « .. », qui remplace « +» et « . », ceci pour des raisons
d’économie mais également pour familiariser les éléves avec la généralisation de
structures.

1l Teorematore

1l Teorematore est un environnement particulier qui permet a l’utilisateur de
créer de nouveaux boutons. La Figure 4 présente I’environnement et ses instructions.

La manipulation de I/ Teorematore est trés simple, il suffit d’écrire la nouvelle
loi de transformation, de la sélectionner et finalement de cliquer sur le bouton
Teorema. A notre avis il est essentiel que, pour créer de nouveaux boutons,
I’utilisateur ne se voit pas obligé d’apprendre un nouveau langage, mais qu’il ait
simplement a employer des symboles mathématiques.

Teorema[ ] Simboli Termini Il Teorematore
N LT
Isuzioni: Serivi il teorema miovo inserendo i termini tra virgolette, come nellesempio: "a-b"+"b-a". Per scrivere i simboli come
"e", oppure "b" puoi cliccare sui bottoneind qui in alto. Una volta seritto il teorema selezionalo e clicca sul bottone Teorema[n],
un movo bottone apparird nella riga successiva, se vuol farlo diventare unapaletta basta che lo selezioni e poi, nel mem File sceghi
c te palette from selecti

Figure 4 : L’environnement [/ Teorematore

Grace a 1l Teorematore, la théorie embarquée dans L’Algebrista peut évoluer en
méme temps que le développement des connaissances mathématiques des éléves.

En d’autres termes, 1’utilisateur peut créer autant de nouveaux boutons qu’il ou
elle veut pour ensuite les employer lors de ses futures interactions avec
L’Algebrista.

Conformément aux principes de base que nous avons énoncés, L’Algebrista
permet a lutilisateur, grace a Il Teorematore, de créer de nouveaux boutons
correspondant a des transformations bi-directionnelles, c¢’est-a-dire des boutons qui
présentent toues les propriétés des relations d’équivalence®. Cette caractéristique

© En particulier de tels boutons ont un comportement structurel : si on a un bouton « a? - b>= (a + b)(a
—b) » il s’applique sur a? - b? et sur (a + b)(a —b) transformant I’une des deux expressions en ’autre. Il a le
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distingue L’Algebrista des autres calculateurs symboliques. En particulier DERIVE
ne permet pas a 'utilisateur de créer ses propres commandes tandis que d’autres
logiciels d’enseignement (comme MILO et Theorist) ne permettent que la création
de commandes unidirectionnelles, que 1’on ne peut inverser qu’en utilisant une
commande différente.

Remarquons enfin que I/ Teorematore ne vérifie pas la correction mathématique
d’une nouvelle régle de transformation. Ceci découle d’un choix didactique : nous
voulons que I’éléve soit responsable de la validation d’un nouveau théoréme ou
d’une nouvelle régle de transformation. C’est donc I’éléve qui contrdle ainsi
I’ensemble d’axiomes et de théorémes, c’est-a-dire la théorie qu’il ou elle vient
d’incorporer dans L’Algebrista. Un tel choix se justifie dans le cadre de notre
expérimentation en raison du contrat didactique trés spécifique que nous mettons en
place. Il peut ne pas s’avérer optimal dans d’autres contextes.

Informations techniques

L’Algebrista est une application développée a I’aide du logiciel Mathematica.
Pour pouvoir le faire fonctionner, il est nécessaire de disposer du logiciel
Mathematica 3.0 (ou une version plus récente). Il fonctionne sur toutes les
plateformes usuelles (ex : Linux, Macintosh, Windows). Le code se repose sur le
langage de Mathematica et ’application consiste en un ensemble de bloc-notes et
palettes.

Chaque expression mathématique est représentée de deux fagons : « externe », en
utilisant la notation mathématique usuelle, c’est-a-dire la notation infixée et
« interne », en utilisant la notation préfixée.

Les boutons sont codés en utilisant les caractéristiques graphiques de
Mathematica. 1ls sont associés a une fonction qui traduit en une notation préfixée
I’expression sélectionnée écrite en notation infixée, puis transforme 1’expression en
employant la « régle de transformation » et finalement traduit la nouvelle expression
sous une notation infixée pour l’afficher. Toutes ces transformations ont été
spécialement codées pour le prototype. Aucun calcul algébrique sur les expressions
n’est effectué par Mathematica a I’exception de calculs numériques simples
(addition et multiplication) et des factorisations numériques.

La fonction associ¢e a une régle de transformation n’effectue aucun calcul sur
les polyndomes. La transformation d’expressions repose uniquement sur le
changement de structures. Ces fonctions extraient les « feuilles» de D’arbre
représentant une expression et les réorganisent en une nouvelle structure d’arbre.
Cette méthode n’est pas optimisée en terme de vitesse d’exécution mais son principe
a facilit¢ le développement de « Il Teorematore », et permet de construire facilement
de nouvelles fonctions de transformation.

méme comportement sur des expressions plus compliquées mais de méme structure comme, par exemple,

(x+2y)* = ((c - d))".
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Bréve présentation de I’expérimentation en classe

Une premiére expérimentation s’est déroulée pendant I’année scolaire 1998/1999
dans une classe de troisieme [CER 99]. Elle a permis de réaliser une seconde version
du prototype qui a été expérimentée dans une autre classe du méme niveau ’année
suivante. Cette seconde expérimentation en classe fait le lien entre notre projet de
recherche sur 1’algébre et le projet que nous avons déja mentionné concernant
I’initiation des éléves a la géométrie considérée comme une théorie [MAR et al.
1997, MAR 2000, 2001]. L’idée est d’initier les éléves au raisonnement dans le
cadre d’une théorie simultanément en géométrie et en algeébre en s’appuyant sur les
environnements proposés par Cabri et par 1I’Algebrista. Un projet de recherche sur
I’efficacité de 1’utilisation conjointe de tels micromondes a été mis en place pour
I’année 2000-2001 en classe de troisiéme et de seconde.

Une présentation détaillée du projet n’est pas 1’objet du présent article. Nous
donnons les idées essentielles qui ont guidé la conception de la séquence d’activités
concernant I’introduction a une vision théorique de 1’algébre. Nos deux principaux
objectifs sont les suivants :

¢ initier les éléves au calcul symbolique

e initier les éléves a une perspective théorique

Notre hypothése étant que la notion de relation d’équivalence est le principe
fondamental du calcul symbolique, nous en avons fait le point de départ des activités
des éleéves.

Nous commengons par introduire le probléme de la comparaison d’expressions.
A ce niveau scolaire, les éléves considérent que deux expressions numériques sont
équivalentes quand elles permettent de calculer le méme nombre. Il n’est donc pas
difficile de négocier I’interprétation d’expressions numériques en tant que
procédures de calcul qui sont équivalentes si elles conduisent au méme résultat.

Le fait de considérer des expressions en tant que procédures de calcul permet
d’introduire les propriétés d’addition et multiplication en tant que principes (les
axiomes de la théorie) qui permettent de déterminer a priori si deux procédures de
calcul conduisent ou non au méme résultat. Si deux expressions sont équivalentes en
se fondant sur ces propriétés, alors le calcul des deux expressions doit aboutir au
méme nombre résultat. On introduit ainsi une nouvelle relation d’équivalence entre
expressions fondée sur I’utilisation successives des boutons de 1’environnement :

Si une expression peut étre transformée en une autre en utilisant les propriétés
de l'addition et de la multiplication (nos axiomes), alors les deux expressions sont
équivalente (définitions axiomatiques).

Dans le micromonde de L’Algebrista ceci correspond a :

Deux expressions sont équivalentes si ['on peut transformer 'une en ['autre en
utilisant des boutons donnés.

La nouvelle définition de la relation d’équivalence est introduite par plusieurs
activités de comparaison d’expressions donnant lieu a des discussions collectives
dans la classe. Dés que la relation d’équivalence est acceptée, une nouvelle
terminologie est introduite : on dit que 1’équivalence de deux expressions est
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démontrée si une expression se transforme en une autre en utilisant les axiomes ; on
dit qu’une équivalence est vérifiée si des calculs menés sur les deux expressions
donnent le méme résultat.

Avec l’introduction d’expressions algébriques, 1’idée d’équivalence fondée sur
les résultats de calculs sur des nombres doit étre généralisée :

Deux expressions sont équivalentes si et seulement si pour tout nombre que ’on
substitue aux lettres, les deux expressions numériques ainsi obtenues donnent le
méme résultat quand on les calcule (définition fonctionnelle).

Il a été prouvé [LAN 68] que, pour les polyndmes a n variables (qui sont les
expressions qui nous concernent a ce niveau scolaire), la définition fonctionnelle et
la définition axiomatique sont équivalentes. On ne démontre pas en classe
I’équivalence de ces définitions : dans notre expérimentation c’est un axiome de la
théorie que nous introduisons dans des discussions collectives a 1’occasion
d’activités de comparaison d’expressions. En particulier, nous nous attachons a
mettre en évidence les différents roles joués par les deux définitions : I'utilisation
des axiomes est le seul moyen de démontrer 1’équivalence des expressions tandis
que la vérification numérique est le moyen privilégié de montrer que deux
expressions ne sont pas équivalentes. En fait, d’une part il est impossible de
substituer tous les nombres aux lettres en un temps fini et, d’autre part, le fait de ne
pas réussir a transformer 1’expression ne prouve pas que ce soit impossible.

L’activit¢ de comparaison d’expressions conduit les éléves a prouver de
nombreuses relations d’équivalence et certaines sont ajoutées en tant que théorémes
dans la théorie partagée par la classe. A I’intérieur du micromonde, Il Teorematore
peut étre utilisé pour ajouter un choix de boutons correspondant aux équivalences
prouvées [CER 00]. La théorie partagée par la classe et la théorie embarquée dans
I’Algebrista s’accroissent donc en paralléle.

Teoremi.nb -STUDENT VERSION-

bt o (ab) (a-b)

a*+3a’b+3ab?+b* e (a+h)? a?+b%?+c?+2ab+2ac+2bce (a+bh+c)?

Figure 5 : Quelques théorémes créés par les éleves

La médiation sémiotique

Dans le cadre théorique de médiation sémiotique développé par Vygotsky, les
signes utilisés jouent un rdle central comme médiateurs des significations
mathématiques. L’Algebrista a été congu comme un micromonde qui pourrait étre
un médiateur de la notion de théorie dans le contexte de I’algébre. L’algébre en tant
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que théorie telle qu’elle est embarquée dans le micromonde, et évoquée par les
commandes et les expressions disponibles dans 1’ Algebrista.

Selon la théorie de Vygotsky, on peut considérer les commandes et les
expressions comme des signes extérieurs de la théorie algébrique qui ainsi sont
susceptibles de devenir des instruments de médiation sémiotique [MAR 02].

Le processus de construction d’une théorie qui consiste a prouver, a accepter et a
utiliser de nouveaux théorémes est évoqué par des activités spécifiques a I’intérieur
du micromonde I’Algebrista. Prouver que deux expressions sont équivalentes en
algébre correspond a démontrer un théoréme et donc, dans le micromonde,
transformer une expression en une autre en utilisant les boutons disponibles
correspond a démontrer un théoréme. De plus, en utilisant le Teorematore, créer un
bouton correspond a établir une nouvelle relation d’équivalence et 1’ajouter a la liste
des boutons disponibles correspond a accepter un nouveau théoréme. Enfin, utiliser
un bouton créer avec le Teorematore correspond a utiliser un nouveau théoréme.

En résumé, les principaux instruments de médiation sémiotiques offerts par
I’ Algebrista concernant la théorie algébrique sont les suivants :

¢ Les expressions dans I’Algebrista sont les signes des expressions
algébriques

¢ Les boutons disponibles sont les signes des axiomes et des définitions

¢ Transformer une expression en une autre en utilisant les boutons correspond
a prouver que les deux expressions sont équivalentes et la chaine des pas de
justification affichée correspond a la preuve

¢ Les nouveaux boutons construits en utilisant /e Teorematore représentent les
théorémes

¢ Ajouter de nouveaux boutons a I’ensemble des boutons disponibles renvoie
a une opération au niveau de la méta-théorie celle d’ajouter de nouveaux
théorémes a la théorie.

* Dans les sections suivantes nous en donnons quelques exemples tirés des
données que nous avons recueillies pendant 1’expérimentation. Notre
objectif est ici de montrer comment les différents signes peuvent fonctionner
comme médiateurs sémiotiques.

Les signes de I’Algebrista

La représentation d’une expression dans L’Algebrista embarque sa structure
mathématique en arbre et celle-ci devient explicite, tangible, lorsque 1’utilisateur
interagit avec 1’environnement. Dans le cas des tiches de comparaisons
d’expressions le protocole de Lia (classe de troisiéme) nous fourni un exemple de la
fagon dont les éléves peuvent utiliser la fonction de sélection d’une expression
comme un signe extérieur du contréle de la structure algébrique d’une expression
(Figure 6)

Elle essaye de prouver que deux expressions sont équivalentes et, a chaque
étape, elle souligne (sélectionne) une sous-expression et la transforme en appliquant
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un axiome. Ce comportement rappelle I’interaction avec 1’Algebrista : quand on
transforme une expressions, on doit d’abord sélectionner une sous expression puis
cliquer un bouton qui représente 1’axiome qu’il convient d’appliquer. De plus, Lia se
référe clairement aux boutons de I’ Algebrista puisqu’elle utilise le mot bouton (en
italien « Bottone ») et utilise I’icone des boutons « ¢lément neutre » et des boutons
« calcul ».En particulier, elle référe aux boutons suivants :
¢ 0+ A =>A: ce bouton transforme une expression de type 0 + A en A,
ol A peut étre une expression quelconque. Ce bouton correspond a
I’axiome définissant I’élément neutre de 1’addition.
* 0* A=>0:ce bouton transforme une expression de type 0 * A en 0.
Ce bouton correspond a 1’axiome définissant 0 comme ¢élément
absorbant pour la multiplication. Dans notre expérimentation, cette
propriété est considérée comme un axiome.
¢ 3® 1+ 1+1:cebouton transforme un nombre en une somme de un
et, s’il est appliqué a une somme de nombre, permet de calculer le
résultat de 1’opération. Ce bouton correspond a la définition de la
somme de nombres et ne s’applique pas sur des lettres.
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Figure 6 : L’exemple de Lia

Dans le cas de cette tache de comparaison dans un environnement papier-
crayon, le protocole montre que les €léves ont utilisé des signes de 1’ Algebrista,
en particulier la fonction de sélection ou des icones de boutons.

Etablir des conjectures et démontrer
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Dans les activités en classe, on demandait aux éléves de résoudre des problémes
aussi bien dans I’environnement du micromonde que dans 1’environnement papier-
crayon. L’analyse de la solution proposée hors environnement informatique met en
évidence un aspect intéressant du processus de construction du sens attribué a la
notion de théorie.

Considérons I’exemple suivant. On demandait aux éléves, dans I’environnement
>

papier-crayon, de comparer trois expressions, de trouver celles qui étaient

équivalentes et de prouver leurs conjectures.

1) Considérez les expressions suivantes :
a*a-b*b a*(a-b) (a-b)*(a-b)+2*(a-b)*b

a) A votre avis, lesquelles sont équivalentes ? lesquelles ne le sont pas ?
Pourquoi ? Pouvez-vous le démontrer ?

b) Analysez votre démonstration et dites, a chaque étape, si vous utilisez un
théoréme ou un axiome.
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Figure 7 : Silvio (classe de troisiéme) écrit

Je pense que la premiére et la troisiéme sont équivalentes mais pas la
seconde car en appliquant les propriétés elles deviennent égales, mais pas la
deuxiéme

J’applique la propriété de distributivité

Japplique la propriété de distributivité sur les deux parties. J’ajoute les
deux termes égaux —a * b — a * b et j’annule le résultat avec ’opposé et
j’obtiens zéro pour le premier théoréme.

J’annule aussi + b * b avec son opposé et comme cela faisait — 2 b * b
j’obtiens—b * b

Ici, la troisiéme expression est égale a la premiére

Silvio (Figure 7) d’abord vérifie I’équivalence par le calcul. Une fois qu’il a
établi ses conjectures, il utilise les propriétés des opérations (les axiomes) et un
théoréme pour les prouver.

Silvio commence par réduire la seconde et la troisiéme expression sous une
forme qui facilite la comparaison. Cette partiec du protocole est typique des
réponses d’éléves lorsqu’on leur demande de « calculer » des expressions
algébriques. Dans le cas de Silvio, on ne lui avait pas demandé de calculer,
mais il utilise ses compétences en calcul pour formuler une conjecture. 11
trouve ainsi que la troisiéme expression est équivalente a la premicére.
Remarquons que la fagon dont Silvio explique comment il a posé sa conjecture
anticipe sur sa démonstration. L’éléve, dés la phase heuristique, utilise les
propriétés de ’opération et les axiomes comme des outils pour effectuer une
tache spécifique.

Dans la derniére partie du protocole, Silvio, comme on le lui demande, écrit
une démonstration correcte de 1’équivalence des deux expressions en
mentionnant axiomes et théorémes. D’un point de vue formel, la chaine des
expressions équivalentes de la seconde partie de la réponse est une véritable
démonstration, alors que la chaine décrite dans la premiére partie ne I’est pas
car les étapes ne sont pas expliquées en se référant a la théorie algébrique.

Marta (Figure 8) substitue des nombres aux lettres pour trouver quelles sont
les expressions équivalentes. Cependant elle utilise des axiomes et des
théorémes (comme elle le remarque) pour prouver I’équivalence de la premiére
et de la troisiéme expression.

Contrairement a Silvio, Marta n’utilise pas les propriétés des opérations
(axiomes) pour produire sa conjecture : elle substitue des nombres aux lettres et
calcule les expressions obtenues. Cependant quand elle prouve 1’équivalence
entre la premiere et la troisiéme expression, Marta produit une démonstration
correcte. Elle indique a chaque étape, I’axiome ou le théoréme qu’elle utilise et
souligne la sous-expression sur laquelle elle 1’applique. En particulier, comme
on le lui demande, elle spécifie pour chaque équivalence s’il s’agit d’un
axiome ou d’un théoréme. Cette distinction entre les principes donnés (les
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axiomes) et les relations d’équivalence prouvées (les théorémes) trouve une
correspondance dans 1’Algebrista : les axiomes sont représentés par des
boutons donnés et les théorémes sont produits par les éléves en utilisant 1/
Teorematore. Le fait que les éléves participent activement a la construction de
la théorie embarquée dans 1’Algebrista est attesté par la fagon dont les éléves
réferent au théoréme a — a = 0. Marta utilise le mot « notre théoréme » et Silvio
I’appelle le premier théoréme.
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Figure 8 : Le protocole de Marta (classe de troiséme).

Marta écrit :

La premiére et la troisiéme expressions sont équivalentes mais
pas la seconde car en prenant le méme nombre pour a et b le
résultat n’est pas le méme que pour les deux autres.

Distributivité de la multiplication (axiome)

Commutativité de la multiplication (axiome)

Suit notre théoréme il donne 0

..3_.38}% Y ni(o Teseam,

Le dernier exemple que nous allons considérer est le cas de Marco (Figure
9). Il ne donne aucune explication sur la fagon dont il a posé sa conjecture, et il
ne semble pas sir de ce qu’il trouve : il dit « je pense » et « je vais essayer de
démontrer » 1’équivalence entre la premiére et la deuxiéme expression. Pour
cela, il transforme la seconde expression en la premicre en faisant référence
aux propriétés des opérations et aux boutons de 1’Algebrista. Bien qu’il ne
produise pas une démonstration correcte (en fait les deux expressions ne sont
pas équivalentes) et qu’il n’utilise pas correctement les axiomes qu’ils
mentionnent, Marco a adopté une perspective théorique : il est conscient qu’il
doit produire une démonstration et il essaye de fonder son raisonnement sur les
axiomes et théorémes représentés par des boutons de 1’ Algebrista.
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Figure 9 : Marco (classe de troisiéme) écrit :

Je pense que les deux premiéres expressions sont équivalentes et je vais
essayer de le prouver :

Propriété d’associativité

Troisiéme bouton d’élément neutre

Bouton a risque

Les expressions 1 et 2 sont équivalentes mais pas la troisiéme.

Conclusion

Le développement des technologies de I’information souléve de nombreuses
questions parmi lesquelles la refonte des programmes scolaires pour prendre en
compte les changements induits par ce développement. Les idées que nous
développons dans ce papier donne un exemple d’une approche nouvelle du calcul
symbolique. Notre proposition s’inscrit dans une perspective plus large d’initiation
des ¢éleves a un raisonnement dans le cadre d’une théorie. Nous abordons donc le
calcul symbolique dans une approche théorique et nous avons congu un
environnement informatique spécifique pour embarquer une théorie de 1’algebre.

Les axiomes embarqués dans les boutons de 1’Algebrista deviennent des outils
dont les ¢éleéves apprennent a se servir pour transformer des expressions dans le cadre
d’activités finalisées. Ils fonctionnent ainsi comme des médiateurs sémiotiques. La
distinction entre les boutons représentant les axiomes et les boutons de calcul aident
a distinguer entre démonstration et vérification et peut ainsi contribuer a donner du
sens aux notions de démonstration et de théorie. De plus, la possibilité, offerte par 7/
Teorematore, de créer de nouveaux théorémes et de les rendre disponibles, permet
aux ¢€léves de prendre part a ’activité de construction de la théorie. Comme nous
I’avons montré dans cet article, il arrive que les ¢éléves fassent explicitement
référence a I’histoire de la construction de la théorie en utilisant des termes comme
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« notre théoréme » ou « le premier théoréme ». Les protocoles présentés comment
certaines caractéristiques de 1’Algebrista peuvent servir de médiateurs a des
concepts de ’algebre. En particulier il faut remarquer dans les exemples que nous
avons présentés, qu’un ensemble particulier d’activités semblent jouer un role
central.

Ceci souléve un certain nombre de questions: quel genre d’activités un
enseignant peut —il mettre en place pour exploiter un outil qui facilite un processus
de médiation sémiotique ? Quels processus vont étre mis en ceuvre simplement en
utilisant un outil spécifique ? Parmi les processus mis en ceuvre lesquels vont étre
efficaces seulement grice a une interaction sociale dans le cadre d’activités
particulieres ?

Nous avons monté un projet de recherche pour examiner ces questions. En
particulier, dans le cadre théorique de Vygotsky, nous nous intéressons
particuliérement au réle de I’enseignant pour guider I’évolution personnelle du sens
accordé au calcul symbolique et plus généralement au raisonnement dans le cadre
d’une théorie.
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