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Rappels EDO linéaires autonomes

Rappels

Nous nous intéressons au problème suivant :

Problème de Cauchy
Soit f : R× (Rn)→ Rn une application continue de
(1 + n)-variables. Le problème de Cauchy consiste à trouver les
solutions x = x(t), définies sur un intervalle (α, β) ∈ R, de l’EDO
d’ordre 1

ẋ(t) = f (t, x(t)), t ∈ (α, β),

x(t0) = x0, t0 ∈ (α, β).
(1)
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Rappels : Les trois résultats fondamentaux

Théorème 1 (Théorème de Cauchy–Peano–Arzela d’existence)
Soit f (t, x) : I × Ω→ Rn une fonction continue, où t ∈ I ⊂ R est
et intervalle et x ∈ Ω ⊂ Rn est un domaine. Alors, pour tout
(t0, x0) ∈ I × Ω, le problème de Cauchy

ẋ(t) = f (t, x(t)),

x(t0) = x0,

possède au moins une solution x(t), définie pour t ∈ (α, β) ⊂ I , où
(α, β) est un intervalle ouvert qui contient t0.
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Rappels : Trois résultats fondamentaux

Théorème 2 (Théorème de Cauchy–Lipschitz d’unicité)
Soit f (t, x) : I × Ω→ Rn une fonction de classe C 1(I × Ω) 1.
Alors, pour tout (t0, x0) ∈ I × Ω, le problème de Cauchy possède
l’unicité de solutions.

1C.-à.-d. f (t, x) possède toutes ses dérivées partielles et elles sont des
fonctions continues
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Rappels : Trois résultats fondamentaux

Théorème 3 (Théorème de dépendence continue)
Soit f (t, x) : I × Ω→ Rn une fonction de classe C 1(I × Ω) et
notons par ϕ(t; t0, x0) : J × I0 × Ω0 → Rn une fonction telle que
pour tout (t0, x0) ∈ I0 × Ω0 ⊂ I × Ω, la fonction
x(t) := ϕ(t; t0, x0) est l’unique solution du problème de Cauchy
avec condition initiale en (t0, x0). Alors ϕ(t; t0, x0) est continue par
rapport à (t0, x0) ∈ I0 × Ω0.
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La théorie des ÉDO linéaires autonomes

Nous considérons le problème de Cauchy autonome

ẋ(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (2)

où A = (aij) ∈Mn×n(R) est une matrice n × n à coefficients réels,
et x(t) : R→ Rn est une fonction inconnue.

f (t, x) = Ax : R× Rn → Rn est une fonction linéaire en x ,
indépendante de t.
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La théorie des ÉDO linéaires autonomes
Nous considérons le problème de Cauchy autonome

ẋ(t) = Ax(t), x(t0) = x0, (3)

où A = (aij) ∈Mn×n(R) est une matrice n × n à coefficients réels,
et x(t) : R→ Rn est une fonction inconnue.
De manière équivalente, si x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)),

ẋ1(t) =
n∑

j=1

a1jxj(t)

...

ẋn(t) =
m∑
j=1

anjxj(t),

avec la condition initiale

xj(t0) = x0
j , j = 1, . . . n.
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(θ(t)) ∼ θ(t)):

m`θ̈(t) = −mgθ(t)− hm`θ̇(t).
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(θ(t)) ∼ θ(t)):

θ̈(t) = −kθ(t)− hθ̇(t), k = g/`, h > 0.
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(θ(t)) ∼ θ(t)):

x1(t) := θ(t), x2(t) := θ̇(t){
ẋ1 = x2

ẋ2 = −kx1 − hx2
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(θ(t)) ∼ θ(t)):

x1(t) := θ(t), x2(t) := θ̇(t), x(t) = (x1(t), x2(t))T

ẋ = Ax , A =

(
0 1
−k −h

)
.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
Un cas special de

ẋ = V (x), x(t0) = x0

avec V (x) = ax (voir exposé 2).
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
La solution x(t) vérifie

t − t0 =

∫ x(t)

x0

dξ

aξ

si x0 6= 0 et x(t) 6= 0.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
La solution x(t) vérifie

a(t − t0) =

∫ x(t)

x0

dξ

ξ

si x0 6= 0 et x(t) 6= 0.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
La solution x(t) vérifie

ea(t−t0) = e
∫ x(t)
x0

dξ
ξ = e log(x(t))−log x0 =

x(t)

x0

si x0 6= 0 et x(t) 6= 0.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
La solution x(t) vérifie

x(t) = ea(t−t0)x0,

si x0 6= 0 et x(t) 6= 0.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
La solution x(t) vérifie

x(t) = ea(t−t0)x0,

si x0 6= 0 (⇒ x(t) 6= 0).
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).

Lemme
Toute solution x(t) vérifie

d

dt

(
ea(t0−t)x(t)

)
= 0.

Conclusion : La solution est unique et est donnée par

x(t) = ea(t−t0)x0.
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Le cas n = 1

Nous considérons le problème de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R→ R:

ẋ(t) = a x(t), x(t0) = x0,

où a est une constante réelle (= matrice 1× 1).
Conclusion : La fonction

ϕ(t; t0, x0) := ea(t−t0)x0

génère toutes les solutions !
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Rappel (Analyse I)
Pour tout a ∈ R,

ea = 1 + a + . . .
ak

k!
+ . . .

ea = lim
k→∞

(
1 +

a

k

)k
.



Rappels EDO linéaires autonomes

Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Rappel (Analyse I)
Pour tout a ∈ R,

x(t) = (ea(t−t0))x0 =

(
1 + a(t − t0) + . . .

ak(t − t0)k

k!
+ . . .

)
x0

x(t) = ea(t−t0)x0 = lim
k→∞

(
I +

a(t − t0)

k

)k

x0.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Approche :
• Pour toute A ∈Mn×n(R),

x(t) = eA(t−t0)x0
?

:=

(
I + A(t − t0) + . . .

Ak(t − t0)k

k!
+ . . .

)
x0

x(t) = eA(t−t0)x0
?

:= lim
k→∞

(
I +

A(t − t0)

k

)k

x0.

• Vérifier que x(t) :=
(
eA(t−t0)

)
x0 est la solution.

• Démontrer l’unicité de solutions.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Norme d’un opérateur)
Soit A ∈Mn×n(R) (A : Rn → Rn application linéaire).

||A|| := sup
x 6=0

||A(x)||
||x ||

= sup
||x ||=1

||A(x)||,

où ||x || =
√

x2
1 + · · · x2

n est la norme euclidienne de Rn.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Exercice 1 (Norme d’un opérateur)
Soit A ∈Mn×n(R) (A : Rn → Rn application linéaire). Démontrer
que
• si A 6= 0 alors 0 < ||A|| <∞ et ||A|| = |λ|||A||.
• ||A + B|| ≤ ||A||+ ||B||
• ||AB|| ≤ ||A||||B||.
• Si A est symétrique (AT = A), démontrer que ||A|| = max |λi |

ou λi sont les valeurs propres de A.

• maxj

(∑n
i=1 a

2
ij

)
≤ ||A||2 ≤

∑n
i ,j=1 a

2
ij .
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (L’espace métrique d’opérateurs)
Soit A,B ∈Mn×n(R).

d(A,B) := ||A− B||,

est une distance, i.e.

d(A,B) = d(B,A) ≥ 0 d(A,B) = 0 ssiA = B

d(A,B) + d(B,C ) ≥ d(A,C )
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Covnergence)
Soit Ak ∈Mn×n(R) une suite de matrices, et A ∈Mn×n(R). On
dit que

lim
k→∞

Ak = A

ssi
lim
k→∞

d(Ak ,A) = 0.

Exercice 2
Démontrer que une suite de matrices Ak = (aij(k)) converge vers
A = (aij) ssi pour tout i , j :

lim
k→∞

aij(k) = aij .
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Complétude)
Soit M un ensemble muni d’une distance d . On dit que une suite
(mk)k ∈ M converge vers m ssi limk→∞ d(mk ,m) = 0. On dit
qu’une suite mk est de Cauchy si

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : d(mp,mq) < ε∀ p, q ≥ Nε.

On dit que (M, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Exercice 3
Démontrer que toute suite (mk)k qui converge vers m est une suite
de Cauchy.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théorème (Complétude deMn×n(R))
L’espace métrique (Mn×n(R), d) est complet.

Preuve.
Pour tout x ∈ Rn, considérons la suite yk := Ak(x) ∈ Rn. Soit
ε > 0 et Nε t.q. d(Ap,Aq) < ε∀ p, q > Nε.

||yp − yq|| = ||Ap(x)− Aq(x)|| = ||(Ap − Aq)(x)||
≤ ||Ap − Aq||||x || = d(Ap,Aq)||x || < ε||x ||.

⇒ (yk)k est une suite de Cauchy de Rn

Rn est complet ⇒ ∃ y := limk→∞ Ak(x)
A(x) := y = limk→∞ Ak(x)
A(x1 + x2) = limk→∞ Ak(x1 + x2) = A(x1) + A(x2).
d(Ap,A) = ||Ap − A|| = supx 6=0

||yp−y ||
||x || ≤ ε si p ≥ Nε.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théorème (Weierstrass, convergence absolue)
Soit

∑∞
k=0 Ak (Ak ∈Mn×n) une série formelle, telle que la série

numérique
∞∑
k=0

||Ak ||

converge. Alors limk→∞ (A0 + · · ·+ Ak) exists.

Example
La série

∑∞
k=0

Ak

k! vérifie l’hypothèse plus haute.∥∥∥∥Ak

k!

∥∥∥∥ ≤ ||A||kk!
=

ak

k!
.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théorème (Weierstrass, convergence absolue)
Soit

∑∞
k=0 Ak (Ak ∈Mn×n) une série formelle, telle que la série

numérique
∞∑
k=0

||Ak ||

converge. Alors limk→∞ (A0 + · · ·+ Ak) exists.

Corollaire
Pour toute A ∈Mn×n(R) la série

∑∞
k=0

Ak

k! converge et

eA := lim
k→∞

(
I + A + · · ·+ Ak

k!

)
.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théorème (Weierstrass, convergence absolue)
Soit

∑∞
k=0 Ak (Ak ∈Mn×n) une série formelle, telle que la série

numérique
∞∑
k=0

||Ak ||

converge. Alors limk→∞ (A0 + · · ·+ Ak) exists.

Preuve du Théorème de Weierstrass.
Vérifions que Sk := (A0 + · · ·+ Ak) est une suite de Cauchy:
Notons sk :=

∑k
i=0 ||Ak ||, limk→∞ sk = s

||Sp−Sq|| = ||Ap+1 + · · ·+Aq|| ≤ ||Ap+1||+ · · ·+ ||Aq|| = |sp− sq|.

Comme (sk)k converge elle est de Cauchy ⇒ Sk est de Cauchy.
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