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Nous nous intéressons au probléme suivant :

Probléme de Cauchy

Soit f : R x (R") — R" une application continue de

(1 + n)-variables. Le probléeme de Cauchy consiste a trouver les
solutions x = x(t), définies sur un intervalle (o, 5) € R, de I'EDO
d'ordre 1

x(t) = f(t,x(t)), te(a,p),
x(to) = xo, to € (o, B).

(1)
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Rappels : Les trois résultats fondamentaux

Théoréme 1 (Théoréeme de Cauchy-Peano—Arzela d'existence)

Soit f(t,x) : | x Q — R" une fonction continue, ou t € | C R est
et intervalle et x € Q C R" est un domaine. Alors, pour tout
(to,x0) € | x Q, le probléme de Cauchy

x(t) = £(t, x(1)),
X(to) = Xp,

posséde au moins une solution x(t), définie pour t € (o, 3) C I, ou
(v, B) est un intervalle ouvert qui contient ty.
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Rappels : Trois résultats fondamentaux

Théoreme 2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz d'unicité)

Soit f(t,x) : 1 x Q — R" une fonction de classe C1(I x Q) 1.

Alors, pour tout (ty, xp) € | x Q, le probléme de Cauchy posséde
'unicité de solutions.

1C.-a.-d. f(t,x) posséde toutes ses dérivées partielles et elles sont des
fonctions continues
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Rappels : Trois résultats fondamentaux

Théoréme 3 (Théoréme de dépendence continue)

Soit f(t,x) : 1 x Q — R™ une fonction de classe C1(I x Q) et
notons par ¢(t; to, x0) : J X lp x Qo — R" une fonction telle que
pour tout (ty, xp) € lp x Qo C I x £, la fonction

x(t) := p(t; to, x0) est 'unique solution du probléme de Cauchy
avec condition initiale en (ty,xo). Alors ©(t; to, xo) est continue par
rapport a (tg, x0) € lo x Qp.
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La théorie des EDO linéaires autonomes

Nous considérons le probleme de Cauchy autonome
x(t) = Ax(t), x(tp) = xo, (2)

ot A = (aj) € Mpxn(R) est une matrice n x n a coefficients réels,
et x(t) : R — R" est une fonction inconnue.

f(t,x) = Ax: R x R"” — R" est une fonction linéaire en x,
indépendante de t.
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La théorie des EDO linéaires autonomes
Nous considérons le probleme de Cauchy autonome
x(t) = Ax(t), x(tp) = xo, (3)

ot A = (aj) € Mpxn(R) est une matrice n x n a coefficients réels,
et x(t) : R — R" est une fonction inconnue.

De maniére équivalente, si x(t) = (x1(t),. .., xa(t)),
/ n
() = auyx(t)
j=1

Xn(t) = Z anjxj(t),
=1

avec la condition initiale

xj(to):xjp, j=1,...n.
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(0(t)) ~ 0(t)):

mll(t) = —mgh(t) — hmeo(t).
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(0(t)) ~ 0(t)):

0(t) = —kO(t) — hd(t),  k=g/l h>0.
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(0(t)) ~ 0(t)):

xi(t) == 0(t), xo(t) := 6(t)

Xl = X2
).(2 = —le — hX2
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Exemple: le pendule mathématique avec frottement

Figure: pendule

Pour petites oscillations (sin(6(t)) ~ 0(t)):

xa(t) = 0(t), x(t) = 0(t), x(t) = (xa(t), x(t))"
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Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(tp) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
Un cas special de

x = V(x), x(tp) = xo0

avec V/(x) = ax (voir exposé 2).
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lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(to) = xo,

ol a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).

La solution x(t) vérifie
x(t) dg¢
t—tg= —
’ / a

si xop # 0 et x(t) # 0.
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lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(to) = xo,

ol a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
La solution x(t) vérifie

x(t)
a(t—to):/ C?

0

si xop # 0 et x(t) # 0.
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Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(tp) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
La solution x(t) vérifie

palt—t0) _ i _ log(x(t)—togxo _ X(t)
X0

si xp # 0 et x(t) # 0.
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lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(tp) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
La solution x(t) vérifie

x(t) = )y,

si xp # 0 et x(t) # 0.
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lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(tp) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
La solution x(t) vérifie

x(t) = )y,

si xp # 0 (= x(t) #0).
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lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(to) = xo,

ol a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).

Lemme
Toute solution x(t) vérifie

& (o-9x(n) = 0.

Conclusion : La solution est unique et est donnée par

x(t) = e(tt0) xq.
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Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t)=ax(t),  x(to) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
Conclusion : La fonction

o(t; to, x0) 1= e¥(710)xq

génére toutes les solutions !
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Rappel (Analyse 1)
Pour tout a € R,

a
a
e —l—i—a—i—...—k!—l—...

k
e? = lim <1+ 3)

k—o00 k
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Rappel (Analyse 1)
Pour tout a € R,

x(t) = (e3t7%))xy = <1 +a(t—to)+... M +.. > X0

_ a(t—to) _
t) = =
x(t)=e 0 k—00 k
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Approche :
® Pour toute A € Mpyn(R),

k(+ _ +\k
x(t) = Aty i (I + A(t — to) +...A(tk|t°) + ) X0

k
x(t) = eAlt1)x 2 Jim (/ + Alt = to) to)) X0-

k—o00 k

* Verifier que x(t) := (eAlt~1)) xg est la solution.

® Démontrer I'unicité de solutions.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Norme d'un opérateur)
Soit A € M,xn(R) (A:R"” — R” application linéaire).

A
||A[| := sup T TR A
20 |[x Ix]=1

ol ||x|| = /X2 + -+ x2 est la norme euclidienne de R".
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Exercice 1 (Norme d'un opérateur)

Soit A € Mpxn(R) (A:R" — R" application linéaire). Démontrer
que

® siA#0 alors 0 < ||A]| < o0 et ||A]| = |A]||A]l.

° [[A+ Bl < [|All+ Bl
[ )
® Si A est symétrique (AT = A), démontrer que ||A|| = max |\;|

ou \; sont les valeurs propres de A.

max; (L7, 82 ) < [AII2 < S 22
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (L'espace métrique d'opérateurs)
Soit A, B € Mxn(R).

d(A7 B) = ||A - B||7
est une distance, i.e.

d(A,B)=d(B,A)>0 d(AB)=0ssiA=B
d(A, B) + d(B, C) > d(A, C)
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Covnergence)
Soit Ax € Mpxn(R) une suite de matrices, et A € M,xn(R). On
dit que

lim A, =A
PR
ssi
lim d(Ag, A) =0.
k—o00
Exercice 2

Démontrer que une suite de matrices Ay = (ajj(k)) converge vers
A = (ajj) ssi pour tout i,j:

lim a;i(k) = aj;.
k'_m i (k) ij
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Définition (Complétude)

Soit M un ensemble muni d'une distance d. On dit que une suite
(mg)x € M converge vers m ssi limy_,o, d(my, m) = 0. On dit
qu'une suite my est de Cauchy si

Ve>03N. €N : d(mp,mg) <e¥p,qg> N..
On dit que (M, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Exercice 3
Démontrer que toute suite (my), qui converge vers m est une suite
de Cauchy.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Complétude de M5 ,(R))
L'espace métrique (M nxn(R), d) est complet.

Preuve.
Pour tout x € R", considérons la suite yx := Ax(x) € R". Soit
e>0et N t.q. d(Ap, Ag) <eVp,qg> N,

1vp = yall = [[Ap(x) = Ag()Il = [[(Ap = Ag)(X)Il
< [[Ap = Aqlllx[l = d(Ap, Ag)l[x]| < e]|x]].

= (yk)k est une suite de Cauchy de R”

R" est complet = 3 y 1= limy_, o Ak(x)

A(x) =y = limg_00 Ak(x)

A(Xl + X2) = limg_ 00 Ak(Xl + X2) = A(Xl) + A(Xg).

d(Ap, A) = [|Ap — Al = sup, o -l <esi p > N.. O
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Weierstrass, convergence absolue)
Soit 3770 Ak (Ak € Mnxn) une série formelle, telle que la série

numérique
o
D A
k=0

converge. Alors limy_,o (Ao + - - - + Ak) exists.

Example

La série > 7o %k vérifie I'hypothése plus haute.
K

Al DAL _ &
k!

- k! k!
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Weierstrass, convergence absolue)
Soit 377 o Ak (Ak € Mnxn) une série formelle, telle que la série

numérique
oo
Z || Al
k=0

converge. Alors limy_,o (Ao + - - - + Ak) exists.

Corollaire )
Pour toute A € Myxn(R) la série >~ 2 o % converge et

k—00

Ak
e’ = lim <I+A—|—---+k|>.
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Weierstrass, convergence absolue)
Soit 377 o Ak (Ak € Mnxn) une série formelle, telle que la série

numérique
oo
Z || Al
k=0

converge. Alors limy_,o (Ao + - - - + Ak) exists.

Preuve du Théoréme de Weierstrass.
Veérifions que S := (Ag + - - - + Ak) est une suite de Cauchy:
Notons sy := le‘(:o [|Ak|], limk—oo Sk = s

Hsp_qu = ||Ap+1+"'+AqH < ‘|Ap+1||+""|‘||AqH = |5p_5q|-

Comme (s ) converge elle est de Cauchy = Sy est de Cauchy. [
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