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Rappels: La théorie des EDO linéaires autonomes
Nous considérons le probleme de Cauchy autonome

x(t) = Ax(t), x(to) = xo, (1)
ot A = (aj) € Mpxn(R) est une matrice n x n a coefficients réels,
et x(t) : R — R" est une fonction inconnue.

De maniére équivalente, si x(t) = (x1(t),. .., xa(t)),

/ n

aa(t) =) ayx(t)
J

—1

Xp(t) = Z anjXj(t),
=1

avec la condition initiale

xj(to):xjp, j=1,...n.
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Rappel: Lecasn=1

Nous considérons le probléme de Cauchy autonome pour une seule
fonction x(t) : R — R:

x(t) = ax(t), x(tp) = xo,

ou a est une constante réelle (= matrice 1 x 1).
Conclusion : La solution est unique et est donnée par la formule

x(t) = et~ xg,
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Rappel: Le cas n > 1

Approche :
® Pour toute A € M,xn(R),
: AK(t — to)¥
eA(t_tO) :7: / + A(t — to) + ... (kIO)
k
eA(tfto) 7: lim (/_’_A(t_to)> .
k—o0 k

* Verifier que x(t) := (eA(t%)) xg est la solution.

® Démontrer I'unicité de solutions.

Exemples
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Weierstrass, convergence absolue)
Soit 3770 Ak (Ak € Mnxn) une série formelle, telle que la série

numérique
o
D A
k=0

converge. Alors limy_oo (Ao + - - - + Ak) exists.

Example

La série > 7 ¢ %k vérifie I'hypothése plus haute.

|

Ak
kI

< |Al[* &
=kl kI
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Le cas n > 1: exponentielle de matrices

Théoreme (Weierstrass, convergence absolue)
Soit 377 o Ak (Ak € Mnxn) une série formelle, telle que la série

numérique
o
Z || Al
k=0

converge. Alors limy_,o (Ao + - - - + Ak) exists.

Corollaire )
Pour toute A € Myxn(R) la série "2 o % converge et

k— 00

Ak
e = lim <I+A—|—---+k|>.
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La fonction exponentielle de matrices
Nous nous intéressons a |'application

exp(A) = e

qui va de (Mpxn(R), d) dans (M,xn(R), d).

Comme M »n(R) = R™, on peut parler de continuité et de
dérivabilité de exp, voir Analyse Il. En particulier, nous allons
démontrer

Théoréme 1
Pour toute matrice A, la fonction

f(t) = e : R = (Mpxn(R), d)
est continue, dérivable, et sa dérivé est donnée par

df

¢ (0) = Af(t0) = f(to)A.
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Démonstration du Théoréme 1

Rappel (Analyse 2)
Pour deux fonctions continues f(t), g(t) : [a, b] = R posons

fllco :=sup[f(£)l,  d(f,g) :=|If —gllco-

[a,b]

Soit (fi(t))x € C°[a, b] une suite de fonctions continues. On dit
que f(t) converge uniformement vers f(t) € C%[a, b] ssi

lim d(fi,f) =0.
k—o0

Théoréme (Critére de Weierstrass)

Soit 372 fk(t) une série de fonctions continues fi(t) : [a, b] — R.
Supposons que la série numérique Y.~ ||fi||co converge. Alors il
existe f(t) € CO[a, b] telle que s(t) := Zf‘(:o fi(t) converge
uniformement vers f(t).
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Démonstration du Théoréme 1

Généralisation

0
f(t)vg(t) : [a, b] £> (Mnxn(R), H . H) posons
Hfllco::fugllf(t)lh d(f,g) == |f — gllco.

0
Soit (fx(t))« : [a, b] N Mpxn(R) une suite d'applications
continues. On dit que fi(t) converge uniformement vers f(t) ssi

lim d(f,f)=0.

k—o0
Théoréme (Critére de Weierstrass)
0
Soit >"72 o fk(t) une série avec fi(t) : [a, b] N Mpxn(R).
Supposons que la série numérique Y.~ ||fi||co converge. Alors il
0
existe £(t) : [a, b] S Mpun(R) telle que si(t) := S5 o £i(t)
converge uniformement vers f(t).
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Démonstration du Théoréme 1

Théoréme (Critére de Weierstrass)

Soit Y72 o fk(t) une série avec fi(t) : [a, b] < Mxn(R).
Supposons que la série numérique >~ o ||fi||co converge. Alors il
existe f(t) : [a, b] < Mxn(R) telle que s (t) = Zf'(:o fi(t)
converge uniformement vers f(t).

Cas particulier : f(t) := Aktk =T, T] < (Mopsxcn(R), [] - 1])-

HAHk (1Al T)*

k!

1 <

Ak tk
H k!

= f(t) = e est continue sur [T, T].
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Démonstration du Théoréme 1

Définition ,
Soit f(t) : [a, b] N Mpxn(R). On dit que f(t) est dérivable en ty
avec dérivée f'(tg) € Mpxn(R) si

i <f(t) - f(tO)) — (to)

t—to t— to

Théoreme (Dérivation de série)

1
Soit Y p2 o fk(t) une série avec fi(t) : [a, b] SN Mpxn(R).
Supposons que la série converge vers f(t) et que la série f;(t)

converge uniformement vers g(t) : [a, b] ¢ Mpxn(R). Alors
f(t): [a, b] < Mxn(R) est dérivable et f'(t) = g(t).
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Démonstration du Théoréme 1

Théoréme (Dérivation de série)

Soit Y2 fk(t) une série avec fi(t) : [a, b] G Mpxn(R).

Supposons que la série converge vers f(t) et que la série f;(t)

converge uniformement vers g(t) : [a, b] ¢ Mxn(R). Alors

f(t): [a, b] < Msn(R) est dérivable et f'(t) = g(t).

Cas particulier : f(t) := Aktk =T, T] H( nxn(R), [+ [])-
Ak—l k—1 Ak 1 k—1

fe(t) = A( = ) = ( =T )A

= 302, f/(t) converge uniformement vers Aet4 = Ae®4;

= f/(t) = Ae®r = ePAsur [-T, T.

Conclusion : t — e/ est dérivable et 2 (eA) = Ae™A = e*A.
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La fonction exponentielle de matrices

Lemme

(a) Pour toute matrice inversible P, e
(b) Lorsque AB = BA, eAtB = eAeB = eBeA.
(c) et = (e

-1
PAP — PeA P—l :

Preuve du Lemme. _ _
La premiére relation résulte du fait que (PAP~1)' = PATP~1 et

donc ) )
Al 1 (PAP~L)
i=0 i=0
Pour le calcul de eA*B, lorsque AB = BA, on utilise la formule du
bindme et la convergence absolue de la série pour la sommations

par paquets. L]
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Le théoréeme fondamental des systémes linéaires autonomes

Théoréme 2
Soit A € Mpxn(R). Le probléme de Cauchy

x(t) = Ax(t), x(tp) = xo

posséde unique solutions maximale, donnée par la formule
x(t) = eAlt=t) .

Preuve du Théoréme 2.
x(t) est une solution car x(tg) = €%y = xp et

% (eA(t*to)xo) = % (eAte(*At")xo) = <AeAt> e Aoy, = Ax(t).

La solution est unique car pour toute solution (Théoréme 1)

& (ex(1)) = — (e A) x(t) + e (Ax(e) = 0.
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Le pendule mathématique avec frottement

Les petites oscillations du pendule sont décrites par le systéme

linéaire
Xl = X2
XQ = —le — hX2

: 0 1
x = Ax, x(0) = xo A:<—k —h>'
La solution est donnée par

A

x(t) = e xp.

Exemples
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L'exponentielle d'une matrice 2 x 2

Théoreme (Théoréeme de Jordan, voir ALII)

Pour toute matrice 2 x 2 4 coeflicients réels A, il existe une matrice
P inversible, telle qu'on aura une de trois possibilités:

o PlAP = <>E)1 )(\)2> =: J; ( cas de deux valeurs propres
réelles et distinctes oo A = \l)

o PlAP = <8 /1\> =: J (cas d'une valeur propre multiple et
A A)

o PlAP = <_O[5 g ) =: J3 (cas de deux valeurs propres

complexes conjuguées).
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L'exponentielle d'une matrice 2 x 2

Par les propriétés de I'exponentielle eP"AP = P~1(A)P:

et = pet/ip~1,

Exemples
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L'exponentielle d'une matrice 2 x 2

Par les propriétés de I'exponentielle eP AP — P~1(e*)P:

tA _ PetJ,- P—l

Cas 2: JQZ(S\ i):(é g>+(8 é),DN:ND,szo.
—_——  —\

=D =N

th tD+tN — tD tN

(5 2) (5o
(G266
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L'exponentielle d'une matrice 2 x 2
Par les propriétés de I'exponentielle eP"AP = P~1(A)P:

et = pet/ip~1,

Cas 3: /s = (aﬁ §>; valeurs propres (o + v/—13) et
(a —+/~15).

2
si <_aﬁ g) +—— a++/—13 alors <_aﬂ g) +— (a++v/—1B)?

00 k k oo k
b = th o B t(o+ v=15)
el =3 P (—ﬁ a) 2 k!
k=0 k=0
— otla+v=1p) _ e'*(costB + v —1sintfB) +—
B < e®costf e'“sin tﬁ)

—et%sintB et cos tf
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Le cas du pendule

: 0 1
x=Ax, A= (—k —h) , x(t) = exo.

Polynéme charactéristique :
Pa(t) =det(A—tl)=t>+ht+k,  D=h>—4k

Cas 1: D >0 (k < h?/4), A a deux valeurs propres distinctes
négatives A1 < Ax < 0.

tA1
X0 = 0 =P (%) )P 0

9(1‘) = Xl(t) = poet/\1 + qgetAz.
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Le cas du pendule

: 0 1
x=Ax, A= (—k —h) , x(t) = e xo.

Polynéme caractéristique :

Pa(t) =det(A—tl)=t>+ht+k,  D=h>—4k

Cas 2: D =0 (k = h?/4), A a une valeur propre multiple
A=-b<o0.

£
x(t) = etxg = P <eo tef ) P~ lxy 2% 0.

0(t) = x(t) = (pot + qo)e™

Exemples
000000000



Exemples
000000000

Le cas du pendule

: 0 1
x=Ax, A= (—k —h) , x(t) = e xg.

Polynéme charactéristique :
Pa(t) =det(A—tl)=t>+ht+k,  D=h>—4k

Cas 3: D <0 (k > h?/4), A a deux valeurs propres complexes

(a+v/~1PB) (a = —g pourquoi 7).

ta to o;
At e'“costf e“sintf\ 5_1
x(t)=e" =P . P~ *xp.
(t) 0 <—et°‘ sintB e cos tf3 0

0(t) = x1(t) = e"(po cos t3 + qosin t3).
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Le cas du pendule
—k —h

x = Ax, A:(O 1), x(t) = ePxo.

(] by

Figure: Cas 3 (h<2vk): h=0and h>0
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