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Fonctions lisses

M est une variété lisse de dimension n .

Définition (fonctions lisses)
f: M — R est lisse si pour toute carte compatible (U, ¢), la

fonction
fo 90_1 cp(U) — R"

est infiniment dérivable.

Lemma
L’ensemble C*°(M) des fonctions lisses sur M est un espace
vectoriel de dimension infini.

Exercice 1
Que pouvez vous dire sur I'ensemble de fonction complexes
holomorphes définie sur }P’(lc =C7
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Espace tangent et co-tangent

M est une variété lisse de dimension net a € M

Définition (I’espace co-tangent)

T3 (M) := C*(M)/Za(M) = {[dfa]}
les classes d’equivalences de fonctions lisses qui ont méme dérivées

partielles en a (par rapport a toute carte (U, ¢), a € U).

(@ = (M2 20) e @0,

i=1

_ Z ((9X,> a)(dx;)a
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Définition (I’espace tangent)
T.(M) :={X; : C*°(M) — R|linéaire et vérifie la régle de Leibnitz}
Xa(Mf + pg) = AXa(f) + uXa(g), Xa(fe) = f(a)Xa(g) + g(a)Xa(f).

Proposition
Ta2(M) est le dual de T3 (M) et Ti(M) est le dual de T,(M).

u 0
Xa = ;Ci<a)('>a

1

ol {(i)a, - (8%”) } et la base duale de {(dx1)a, ..., (dxn)a}.

a

Xo(F) = (X (@) = 3 (L2270 ().

i—1 Oxi
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Une autre définition de T,(M)

Définition (courbes lisse)

Une courbe lisse sur M est une application
v:(a,8) = M,

telle que pour toute carte compatible (U, ), v o ¢ est lisse.

Nous allons regarder I'ensemble C,(M) de toutes les courbes lisses
7(t) sur M, telles que 0 € (o, 3) et v(0) = a € M.

Définition (vélocité d’une courbe lisse)

Deux courbes ~(t) et 5(t) dans C,(M) ont la méme vélocité en

ae M si J J
dt(cp y(t )) o dt(w v(t)) e

Cette définition ne depend pas de choix de carte (U, ¢) atour a.
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Une autre définition de T,(M)

Définition (vélocité d’une courbe lisse)

La vélocité en a de v € C,(M) est la classe d'equivalence [v], dans

Vo(M) = Co(M)/ ~.

Proposition
Il existe un isomorphisme canonique V,(M) ~ T,(M):

(1a(F) = 2 (F((0))

|t:0
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La différentielle d’une application lisse

Définition (Rappel: application lisse entre variétés)

Soient M, N deux variétés lisses. F : M — N est une application
lisse si pour tout x € M et toutes cartes de coordonnées (Uy, ¢n)
avec x € U, et (V;,v;) avec F(x) € V;, I'application composée

PioFopyt

est de classe C*° (comme fonction définie sur un ouvert de R™ qui
prend valeurs dans R").

Définition (La différentielle de F)

La différentielle D,F en a € M est |'application linéaire
DaF : To(M) — Tr(a)(N) définie par

(D2F)(Xa)(F) = Xs(F o F),  VFfe CO(N).
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La différentielle d’une application lisse

Si (U, ¢) est une carte autour a, avec coordonnées (xi, ..., Xm), et
(V, 1)) est une carte autour de F(a) avec coordonnées (yi,...,yn)
nous avons:

"™ OF of
-3 (52) @ <8y> (F()
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Un fibré vectoriel

Définition (Un fibré vectoriel de rang m)

Une variété lisse E munie d'une application surjective et lisse
p: E — M, telle que

* p~1(x) = R™ pour tout x € M;

® tout x posséde un voisinage U 3 x et un difffomorphisme
Yy p HU) = U X R,

telle que ¥y : p~(x) = {x} x R™.
® sur l'intersection UNV

Yooyt 1 (UNV)xR™ = (UNV) xR

est dans la forme (x, v) — (x, guv(x)v) ot gyy(x) est une
matrice inversible m x m avec coefficients lisses.
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Un fibré vectoriel

Examples
o £:=MxR™ avec Yy(x,v) =v et

gU\/(X) = IdRm.

® E:=TM =U,cm Ta(M) avec ¢y(a, va) := (a, (Dap)(va)) ol
(U, p) carte autour de a:

guv(a) = Jac(py o 9y )(pv(a))
® E:=T*M=U,cnm T(M) avec
Wi 1F1a) = (3. 50 £ (F 0 9)(e())(dx)s) ot (U, )
carte autour de a:

-1

guv = ((Jac(@u o @Ql)(SOV(a))) T)
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Un fibré vectoriel

Définition
Une section lisse d'un fibré vectoriel p : E — M est une application
lisse qui vérifie

s:M—E, sop=idy.

Lemma
C>®(M, E) = {sections lisses de E} est un espace vectoriel réel de
dimension infinie.

Preuve.

Dans une trivialization (U,%y) : sy == ¥ (x, fu(x)) ol

fu € C°(U,R™M); py une fonction lisse de plateau =

pusy € C*(M, E). L]
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Les champs de vecteurs

Définition (Champs de vecteurs lisses)

Un champ de vecteurs lisse est une section de TM.
X (M) := {X| Xest un champ de vecteurs lisse sur M}

est un espace vectoriel réel de dimension infinie.

Soit (U, ) une carte:

X(x) = >@ZCJ(X)<8> o g(x) € C(e(V))-

=1 Ox;
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Les 1-forme différentielles

Définition (1-forme différentielle)

Les sections de T*M s'appellent 1-formes différentielles.
QY (M) := {a| cvest une 1-forme différentielle sur M}

est un espace vectoriel réel de dimension infinie.

Soit (U, ¢) une carte:

a(x) = <X7§n:aj(><)(d><j)x> o ai(x) € C(p(V)).

j=1

Soit f € C*°, alors
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Un fibré vectoriel a partir d'un co-cycle
Soit p: E — M un fibré vectoriel de rang m et {(U,¢y), U € A}
un recouvrement de E tel que
Yuoyt (UNV)xR™ = (UN V) xR™
(X7 V) = (XygUV(X)V)a
Nous avons gyy(x) = id et
guv(x) = gvu(x) "

De maniére similaire, sur U NV N W nous avons

guv(x) o guw(x) o gwu(x) = idunvaw.
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Un fibré vectoriel a partir d'un co-cycle

Définition (Un co-cycle de fonctions de transition)

Les données {U € A, gyv(x) € C*(UN V,GL(m,R))} sur M, ou
{U € A} est un recouvrement ouvert et gyy(x) vérifient les
conditions

guu =1d, guv © gw = id, guv © gvw °© gwy = id
s'appellent un co-cycle de Czech de fonctions de transition sur M.

Proposition
Tout co-cycle de Czech de fonctions de transition sur M

{Ue A, gyv(x) e C*(UNV,GL(m,R))}

provient d’un fibré vectoriel E de rang m sur M.
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|dée de démonstration.
Prénons les morceaux {(U,R™)|U € A} et nous allons les recoller
via la relation d'équivalence

UxR"3 (x,u) ~(y,v) e VxR"si

x=y et v =guv(x)u

Exercice 3
Vérifier que ~ est une relation d'équivalence sur

U UxR™
UeA

et que l'espace quotient E est un espace topologique séparé
vérifiant le seconde axiome de dénombrabilité. Trouver un atlas
lisse sur E.
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Le fibré vectoriel dual

Définition (fibré dual)
Si p: E — M est un fibré vectoriel lisse de rang m, le fibré dual
p: E* — M est le fibré vectoriel dont les fonctions de transition

sont
-

gbv(x) = [(ebv() "]

Examples
T*M est le dual de TM.
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Somme directe de fibrés vectoriels

Définition (somme directe de fibrés vectoriels)

Soient E — M et F — M deux fibrés vectoriels, avec co-cycles de
Chez {g5/(x)} et {gf/(x)}, respectivement. La somme directe

E®OF—>M

est un fibré vectoriel de rang rang(E) 4 rangF correspondants au
co-cycle de Chez

{gﬁv(x)@gﬁv(x): (g%(x) 0 )}

glI;V(X)
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Le fibré tautologique

K=R,C

KP" := {les sous-espaces vectoriels de dimension 1de K"}
= {L[V]|V 75 0e K”+1}.

Examples (le fibré tautologique)

O(-1) := U {Lw}s p:O(-1) = KP" p(v) =[v].
[vleKPn
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Le fibré universel

Examples (le grassmannien)

Gr(m, N) = {les sous-espaces vectoriels de dimension mde RN}
= {V c R}

Em = U {V}, p:Em— G(m,N).
VEGR(m,N)

& =0(-1) - RPN =G(1, N)
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Le tiré d'un fibré et le fibré universel

Lemma
Soit p: E — M un fibré lisse de rang m et F : N — M une

application lisse. Alors

F*(E):= |J p " (F(y))

yeN

est un fibré vectoriel de rang m sur N, avec fonctions de transition
guv(F(y)).

Théoreme (Le fibré universel)

Tout fibré lisse du rang m sur M est le tiré du fibré tautologique
Em sur G(m, N) pour N >> 1, par une application lisse

F:M— G(m,N).

(Steenrod « The topology of fibre-bundles ». )
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Algebre linéaire: produit tensoriel d'espaces vectoriels

Définition (Produit tensoriel)
Soient V/, W espaces vectoriels réels/complexes de dimensions
finies. Le produit tensoriel V ® W est un espace vectoriel de

dimension dim(V) dim(W) tel que
e sive Vetwe W, il existe un élément v w € V& W avec

les propriétés
(A1 +uv)@w =Avi @ w + puvo @ w,
VR (Awr + puwa) = Av @ wy + pv @ wa.
® V ® W possede la propriété universelle: c-a-d. pour toute
application bi-linéaire B : V x W — U il existe unique

application
B:VeoW—=U

avec la propriété B(v,w) = (v @ w).
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Algebre linéaire: produit tensoriel d'espaces vectoriels

Proposition

Soient V', W espaces vectoriels réels de dimensions finies et notons
B :={B:V x W — K| B forme bilinéaire}. Alors I'espace dual B*
définie le produit tensoriel, i.e.

Ve W=B*.

Preuve de la Proposition.

(vew)(B):=B(v,w) € K, (vew)e B
SiB:V x W — U bi-lindaireet £ € U* = (o B e B.
IFg: U Bl g 3= (Fg)*: (V@ W) = (U*)* = U.

0l
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Algebre linéaire: produit tensoriel d'espaces vectoriels

Corollary

Soient V', W espaces vectoriels de dimensions finies et soient
{vi,...,vm} et {wa,...,w,} bases. Alors

{viow,i=1,....m;j=1,...,n}
est une base de (V @ W) = B*.

Preuve du Corollaire.

Tout B € B est déterminée par ses valeurs

B(vi, wj) = (vi ® w;)(B). O
Tout élément de V ® W s'écrit

Z a,-j(v,- & WJ)
i7.j
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Le produit tensoriel d'applications linéaires

Corollary

Soient V', W espaces vectoriels de dimensions finies et soient
Fv:V = Vet Fy: W — W deux applications linéaire. Alors il
existe unique application linéaire

(Fv@Fw): VoW - VoW
qui vérifie

(FV [ Fw)(v X W) = Fv(V) (9] Fw(W)

Preuve du Corollaire.

VxW-—=VeW, (v,w) = (Fv(v) ® Fw(w))

est bilinéaire et determine Fy ® Fyy par la propriété universelle. []
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Produit tensoriel des fibrés vectoriels

Définition (produit tensoriel de fibrés vectoriels)

Soient E — M et F — M deux fibrés vectoriels, avec co-cycles de
Chez {gf,/(x)} et {gl/(x)}, respectivement. Le produit tensoriel

EQF—M

est un fibré vectoriel de rang rang(E) x rangF correspondants au
co-cycle de Chez

{gbv() @ gl (x)}-
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L"algebre tensorielle

Prenons V = W et notons

KV=V®...0V, @V :=R.

k—times

T(V) := é@kv.
k=0

Un élement de T (V) est une somme finie

A+ v+) vidvi+...+ > vy ® v,

iJ 1ye-05lp

et on peut multiplier tels éléments en utilisant

(Vi1®"'®Vip)'(uj1®"‘®ujq) = Vi1®"'®Vip®Uj1®"'

® ufq'
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L'algebre extérieure

KV =V®...0V, @V = R.
——
k—times

T(V):= PV,
k=0

I(V) = {l'idéal engéndé parv @ v}.

Définition (L'algeébre extérieure)

L'espace vectoriel

N\ (V) = T(M)/1(V)

s'appéle I'algebre extérieure de V.
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L'algebre extérieure

Lemma 1
Sia=m(a) e AP(V) et B =n(b) € N(V), alors

p+q

aNp :=m(a®b) e /\(V)
est bien définie et vérifie a A f = (—1)PI5 A a.

Preuve du Lemme 1.
Puisque v ® v € I(V), nous avons v A v = 0 et donc

=0=vi+w)A(vi+w)=0+viAva+wvAv+0.
SVo1) A A Vo) = (_1)sign(o)vl A A v, o€ Sy

a s'écrit comme une combinaison linéaire des termes vi A -+ A v,
et 3 des termes wy A --- A wy et nous avons

(ViA- - AVR)A(WLA- - Awg) = (=1)PI(wi A+ - AWgIA(ViA- - =Avp).
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L'algebre extérieure

Lemma 2
Si dim(V) = n alors dim (A" V) = 1.

Preuve du Lemme 2.
Soit e = {e1,..., ey} une base de V.

n
Me(Vla...,Vn) = det(VU), VI :Zv_ﬂej
j=1

est une forme multilinéaire Mg : V x - -+ x V — R non-nulle
(Me(e1, ..., en) = 1) qui vérifie Me(...,v,v,...) =0.

0# M, € (/n\(V)>* = dim (/H\(V)) > 1.

en N Nej, =m(e ®---®Re)=MetA---Aep)
= dim(A"(V)) < 1.
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L'algebre extérieure

Lemma 3
Si {e1,...,en} est une base de V, alors
{en N~ Nejy, it < <--- <p} est une base de \P(V) et donc

dim (AP(V)) = (5)-

Lemma 4
Si A: V — W est une application linéaire, alors il existe unique
application linéaire (APA) : AP(V) — AP(W), satisfaisant

(APAY(Vi A - Avp) =A(vi) A AA(vp).
Lemma 5

Si A:V — V est une application linéaire, et n = dim(V), alors
(A"A) : A"(V) = A"(V), est donnée par det(A).
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L'algebre extérieure et formes alternées

Une autre approche consiste a utiliser I'isomorphisme canonique :
P * m AP
(A(v)) = ar(v),
ol

AP(V) = {f 0V x - x V — Rmulti-linéaire et

p—times

f(Va(1)7 RN Va(p)) = (—l)Sign(U)f(Vl, cey Vp), o c Sp}

(é Ap(V)) |
p=0

12

N (V)
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Un isomorphisme (presque) canonique!

Lemma

AP(V*) =a (NP(V))" = AP(V).

Preuve du Lemme.
Nous allons introduire une application bilinéaire non-dégénérée

a: A" (v x N(V) =R,

a(wg A Awg,vi A A vp) = det(w](v)))-
Remarque
Un autre choix populaire (voir Kobayashi-Nomizu) est

5/\v* /\V)—>R

1
Bwy Ao Awp,vi Ao Avp) = adet(w}"(vj)).
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Formes différentielles

Définition (Formes différentielles)

Le fibré vectoriel AP T*M s'appelle le fibré des p-formes de M.
Une section de AP T*M s’appelle une p-forme différentielle sur
M. L'ensemble des p-formes différentielles est un espace vectoriel
de dimension infinie qui est noté par

QP(M) := {p — formes differentielles}

Si (U, ¢) est une carte compatible et o € QP(M):

ay = Z a,-l,_;p(x)dx,-l/\dx,é/\- . '/\dX,'p, a,-l__,-p(x) S COO(U)

W<ig...<ip
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Métriques riemanniennes

Définition (Métrique riemannienne)

Une métrique riemanniénne sur M est une section lisse
g€ CO(M, T*M ® T*M) telle que

Vx € M, g T(M) x T(M) = R

définie un produit euclidien sur T,(M).
Si (U, ¢) est une carte compatible

Z gl_] Xm ® de
ij=1

t.q. G(x) := (gji(x)) € C°(U, Mpxn(R)) vérifie

G(x)T = G(x), G(x) > 0.
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Métriques riemanniennes

® on peut déformer une métrique riemannienne par exemple via
g=eg, g=g+a®a, f e CO(M),acQ'(M).
® si gy et g sont deux métriques riemanniennes alors
ge=ter+(1—t)g,  te[01]
est une métrique riemannienne.

Examples
M=R", g« =Y 1(dxi)x @ (dxi)x, G(x) = L.
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Fibrés riemanniennes

Définition
Une métrique riemanniénne sur E — M est une section lisse
g € C®(M,E* ® E) telle que

Vx €M, ge: Ex x Ex — R

définie un produit euclidien sur Ey.
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Métriques riemanniennes

Théoreme (Existence)

Toute fibré lisse admet une infinité de métriques riemanniennes.

Preuve.
Soit (Uy, 1o ) une trivialization locale de E munie d'une partition de
I'unité subordonnante p, : U, — R. Alors sur U, nous définissons

k
8o = Zs,* ®s €(E*®E")
i=1

a2

et prolongeons cette section de E* ® E* sur M par poga-

Définissons
8= paa-
o
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Métriques riemanniennes

Corollary (Existence)

Toute variété lisse admet une infinité de métriques riemanniennes.
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Rappels sur la partition d'unité

Convention (La topologie des variétés lisses)

Pour que M soit une variété lisse nous allons toujours supposer
que la topologie induite Ty, par un atlas compatible est

1. séparée (Hausdorff) et

2. vérifie le second axiome de dénombrabilité (il existe une
base topologique dénombrable)

= M est métrisable puisque il est séparé + second axiome de
dénombrabilité + localement métrisable (Tietze-Uryson)

= M est paracompact: toute recouvrement overt posséde un
sous-recouvrement localement fini et une partition de |'unité
subordonnée.
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Partition continue de 'unité

Définition (Partition de I'unité)
Soit M un espace topologique et {U;, i € I} un recouvrement de M
par des ouverts (U;c;U; = M) qui est localement fini, c.a.d.

Vx € M3U > x t.q. Uintersecte nombre fini des ouverts U;.

Une partition d'unite consiste d'un recouvrement ouvert
subordonné {V;,j € J}, V; C U; et des fonctions C°
fi : V; = [0,1] tels que

® Vj est un compact de M
* supp(fj) C Vj
° jerj-(x)zl Vx € M.
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Partition lisse de |'unité

Lemma (Partition de I'unité lisse)

Soit M une variété lisse et {U;, i € I} un recouvrement de M par
des ouverts (Ujc;U; = M) qui est localement fini.

Il existe un recouvrement ouvert subordonné {V;,j € J}, V; C U;
et des fonctions C>°(M) avec valeurs dans [0, 1] tels que

® Vj est un compact de M
* supp(fj) C V
OZJ.GJG(X):I Vx € M.

Voir le document PDF sur le page de cours ou a Madoc pour la
preuve....
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Le volume riemanniane

Définition (La forme volume riemannienne)

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n. La
forme volume v, € Q"(M) est définie par

vg(x) = (! Ao nel)x,

ou {e1,..., e} est une base orthonormale positive de ( T(M), gx)
et {el,..., e"} est sa base duale.

Dans une carte (U, ¢) compatible avec |'oriéntaion, nous avons

gu = Z gij(x)dx; @ dx;, (Vg)\u = y/det(gj(x))dxi A+ - - Adx,.
ij=1
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Le volume riemanniane

Définition (La forme volume riemannienne)
Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n. La
forme volume vz € Q"(M) est définie par

vg(x) = (el AN,

ou {e1,..., e} est une base orthonormale positive de ( T(M), gx)
et {el,..., e"} est sa base duale.

Vol(l\/l,g):/ Vg.
M
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Le volume riemanniane

Définition (Une forme volume)

Soit M une variété de dimension n. Une forme volume est une
n-forme v € Q"(M) qui ne s'annule jamais.

Proposition
M est orientable ssi elle admet une forme volume.

Discuté en classe.

Examples
Pg est orientable ssi n = 2k + 1.
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