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Exposé 2

Fonctions lisses

M est une variété lisse de dimension n .

Définition (fonctions lisses)
f : M → R est lisse si pour toute carte compatible (U, ϕ), la
fonction

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ Rn

est infiniment dérivable.

Lemma
L’ensemble C∞(M) des fonctions lisses sur M est un espace
vectoriel de dimension infini.

Exercice 1
Que pouvez vous dire sur l’ensemble de fonction complexes
holomorphes définie sur P1

C = C ?
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Espace tangent et co-tangent

M est une variété lisse de dimension n et a ∈ M

Définition (l’espace co-tangent)

T ∗a (M) := C∞(M)/Za(M) = {[dfa]}

les classes d’equivalences de fonctions lisses qui ont même dérivées
partielles en a (par rapport à toute carte (U, ϕ), a ∈ U).

(df )a =
n∑

i=1

(∂(f ◦ ϕ−1)
∂xi

)(
ϕ(a)

)
(dxi )a

=
n∑

i=1

( ∂f
∂xi

)
(a)(dxi )a
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Définition (l’espace tangent)

Ta(M) := {Xa : C∞(M)→ R | linéaire et vérifie la règle de Leibnitz}

Xa(λf + µg) = λXa(f ) + µXa(g), Xa(fg) = f (a)Xa(g) + g(a)Xa(f ).

Proposition
Ta(M) est le dual de T ∗a (M) et T ∗a (M) est le dual de Ta(M).

Xa =
n∑

i=1
ci
( ∂

∂xi

)
a

où
{(

∂
∂x1

)
a
, . . . ,

(
∂
∂xn

)
a

}
et la base duale de {(dx1)a, . . . , (dxn)a}.

Xa(f ) := 〈Xa, (df )a〉 =
n∑

i=1
ci
(∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

)(
ϕ(a)

)
.
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Une autre définition de Ta(M)

Définition (courbes lisse)
Une courbe lisse sur M est une application

γ : (α, β)→ M,

telle que pour toute carte compatible (U, ϕ), γ ◦ ϕ est lisse.
Nous allons regarder l’ensemble Ca(M) de toutes les courbes lisses
γ(t) sur M, telles que 0 ∈ (α, β) et γ(0) = a ∈ M.

Définition (vélocité d’une courbe lisse)
Deux courbes γ(t) et γ̃(t) dans Ca(M) ont la même vélocité en
a ∈ M si

d
dt
(
ϕ ◦ γ(t)

)
t=0

= d
dt
(
ϕ ◦ γ̃(t)

)
t=0

.

Cette définition ne depend pas de choix de carte (U, ϕ) atour a.
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Une autre définition de Ta(M)

Définition (vélocité d’une courbe lisse)
La vélocité en a de γ ∈ Ca(M) est la classe d’equivalence [γ]a dans
Va(M) := Ca(M)/ ∼.

Proposition
Il existe un isomorphisme canonique Va(M) ∼ Ta(M):

[γ]a(f ) := d
dt
(
f (γ(t)

)
|t=0
.
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La différentielle d’une application lisse
Définition (Rappel: application lisse entre variétés)
Soient M,N deux variétés lisses. F : M → N est une application
lisse si pour tout x ∈ M et toutes cartes de coordonnées (Uα, ϕα)
avec x ∈ Uα et (Vi , ψi ) avec F (x) ∈ Vi , l’application composée

ψi ◦ F ◦ ϕ−1
α

est de classe C∞ (comme fonction définie sur un ouvert de Rm qui
prend valeurs dans Rn).

Définition (La différentielle de F )
La différentielle DaF en a ∈ M est l’application linéaire
DaF : Ta(M)→ TF (a)(N) définie par

(DaF )(Xa)(f ) := Xa(f ◦ F ), ∀f ∈ C∞(N).
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La différentielle d’une application lisse

Si (U, ϕ) est une carte autour a, avec coordonnées (x1, . . . , xm), et
(V , ψ) est une carte autour de F (a) avec coordonnées (y1, . . . , yn)
nous avons:

(DaF )
(
∂

∂xi

)
a

(f ) = ∂

∂xi

(
(f ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ F ◦ ϕ−1)

) (
ϕ(a)

)
=

m∑
j=1

(
∂Fj
∂xi

)
(a)

(
∂f
∂yj

)
(F (a))

=

 m∑
j=1

(
∂Fj
∂xi

(a)
)(

∂

∂yj

)
F (a)

 (f ).
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Un fibré vectoriel

Définition (Un fibré vectoriel de rang m)
Une variété lisse E munie d’une application surjective et lisse
p : E → M, telle que
• p−1(x) ∼= Rm pour tout x ∈ M;
• tout x possède un voisinage U 3 x et un difféomorphisme

ψU : p−1(U) ∼= U × Rm,

telle que ψU : p−1(x) ∼= {x} × Rm.
• sur l’intersection U ∩ V

ψU ◦ ψ−1
V : (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm

est dans la forme (x , v) 7→ (x , gUV (x)v) où gUV (x) est une
matrice inversible m ×m avec coefficients lisses.
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Un fibré vectoriel
Examples
• E := M × Rm avec ψU(x , v) = v et

gUV (x) = IdRm .

• E := TM =
⋃

a∈M Ta(M) avec ψU(a, va) := (a, (Daϕ)(va)) où
(U, ϕ) carte autour de a:

gUV (a) = Jac(ϕU ◦ ϕ−1
V )(ϕV (a))

• E := T ∗M =
⋃

a∈M T ∗a (M) avec
ψ∗U(a, [f ]a) :=

(
a,
∑n

i=1
∂
∂xi

(f ◦ ϕ)(ϕ(a))(dxi )a
)
où (U, ϕ)

carte autour de a:

gUV =
((

Jac(ϕU ◦ ϕ−1
V )(ϕV (a))

)T
)−1

.
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Un fibré vectoriel

Définition
Une section lisse d’un fibré vectoriel p : E → M est une application
lisse qui vérifie

s : M → E , s ◦ p = idM .

Lemma
C∞(M,E ) = {sections lisses deE} est un espace vectoriel réel de
dimension infinie.

Preuve.
Dans une trivialization (U, ψU) : sU := ψ−1

U (x , fU(x)) où
fU ∈ C∞(U,Rm); ρU une fonction lisse de plateau ⇒
ρUsU ∈ C∞(M,E ).
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Les champs de vecteurs

Définition (Champs de vecteurs lisses)
Un champ de vecteurs lisse est une section de TM.

X (M) := {X |X est un champ de vecteurs lisse surM}

est un espace vectoriel réel de dimension infinie.
Soit (U, ϕ) une carte:

X (x) =

x , n∑
j=1

cj(x)
(
∂

∂xj

)
x

 , cj(x) ∈ C∞(ϕ(U)).
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Les 1-forme différentielles
Définition (1-forme différentielle)
Les sections de T ∗M s’appellent 1-formes différentielles.

Ω1(M) := {α |α est une 1-forme différentielle surM}

est un espace vectoriel réel de dimension infinie.
Soit (U, ϕ) une carte:

α(x) =

x , n∑
j=1

aj(x)(dxj)x

 , aj(x) ∈ C∞(ϕ(U)).

Soit f ∈ C∞, alors

df (x) =

x , n∑
j=1

(
∂f
∂xj

)
(x)(dxj)x

 ∈ Ω1(M).
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Un fibré vectoriel à partir d’un co-cycle

Soit p : E → M un fibré vectoriel de rang m et {(U, ψU),U ∈ A}
un recouvrement de E tel que

ψU ◦ ψ−1
V : (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm

(x , v) 7→ (x , gUV (x)v),

Nous avons gUU(x) = id et

gUV (x) = gVU(x)−1.

De manière similaire, sur U ∩ V ∩W nous avons

gUV (x) ◦ gVW (x) ◦ gWU(x) = idU∩V∩W .
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Un fibré vectoriel à partir d’un co-cycle

Définition (Un co-cycle de fonctions de transition)
Les données {U ∈ A, gUV (x) ∈ C∞(U ∩ V ,GL(m,R))} sur M, où
{U ∈ A} est un recouvrement ouvert et gUV (x) vérifient les
conditions

gUU = id, gUV ◦ gVU = id, gUV ◦ gVW ◦ gWU = id

s’appellent un co-cycle de Czech de fonctions de transition sur M.

Proposition
Tout co-cycle de Czech de fonctions de transition sur M

{U ∈ A, gUV (x) ∈ C∞(U ∩ V ,GL(m,R))}

provient d’un fibré vectoriel E de rang m sur M.



Exposé 2

Idée de démonstration.
Prénons les morceaux {(U,Rm)|U ∈ A} et nous allons les recoller
via la relation d’équivalence

U × Rm 3 (x , u) ∼ (y , v) ∈ V × Rm si
x = y et v = gUV (x)u

Exercice 3
Vérifier que ∼ est une relation d’équivalence sur⋃

U∈A
U × Rm

et que l’espace quotient E est un espace topologique séparé
vérifiant le seconde axiome de dénombrabilité. Trouver un atlas
lisse sur E .



Exposé 2

Le fibré vectoriel dual

Définition (fibré dual)
Si p : E → M est un fibré vectoriel lisse de rang m, le fibré dual
p : E ∗ → M est le fibré vectoriel dont les fonctions de transition
sont

gE∗
UV (x) =

[(
gE

UV (x)
)−1]T

.

Examples
T ∗M est le dual de TM.
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Somme directe de fibrés vectoriels

Définition (somme directe de fibrés vectoriels)
Soient E → M et F → M deux fibrés vectoriels, avec co-cycles de
Chez {gE

UV (x)} et {gF
UV (x)}, respectivement. La somme directe

E ⊕ F → M

est un fibré vectoriel de rang rang(E ) + rangF correspondants au
co-cycle de Chez{

gE
UV (x)⊕ gF

UV (x) =
(
gE

UV (x) 0
0 gF

UV (x)

)}
.
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Le fibré tautologique

K = R,C

KPn := {les sous-espaces vectoriels de dimension 1 deKn+1}
= {L[v ]|v 6= 0 ∈ Kn+1}.

Examples (le fibré tautologique)

O(−1) :=
⋃

[v ]∈KPn

{L[v ]}, p : O(−1)→ KPn, p(v) = [v ].
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Le fibré universel

Examples (le grassmannien)

GR(m,N) = {les sous-espaces vectoriels de dimensionm deRN}
= {V ⊂ Rn+1}.

Em :=
⋃

V∈GR(m,N)
{V }, p : Em → G(m,N).

E1 = O(−1)→ RPN−1 = G(1,N)
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Le tiré d’un fibré et le fibré universel
Lemma
Soit p : E → M un fibré lisse de rang m et F : N → M une
application lisse. Alors

F ∗(E ) :=
⋃

y∈N
p−1(F (y))

est un fibré vectoriel de rang m sur N, avec fonctions de transition
gUV (F (y)).

Théorème (Le fibré universel)
Tout fibré lisse du rang m sur M est le tiré du fibré tautologique
Em sur G(m,N) pour N >> 1, par une application lisse

F : M → G(m,N).

(Steenrod « The topology of fibre-bundles ». )
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Algèbre linéaire: produit tensoriel d’espaces vectoriels
Définition (Produit tensoriel)
Soient V ,W espaces vectoriels réels/complexes de dimensions
finies. Le produit tensoriel V ⊗W est un espace vectoriel de
dimension dim(V ) dim(W ) tel que
• si v ∈ V et w ∈W , il existe un élément v ⊗w ∈ V ⊗W avec

les propriétés

(λv1 + µv2)⊗ w = λv1 ⊗ w + µv2 ⊗ w ,
v ⊗ (λw1 + µw2) = λv ⊗ w1 + µv ⊗ w2.

• V ⊗W possède la propriété universelle: c-à-d. pour toute
application bi-linéaire B : V ×W → U il existe unique
application

β : V ⊗W → U

avec la propriété B(v ,w) = β(v ⊗ w).
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Algèbre linéaire: produit tensoriel d’espaces vectoriels
Proposition
Soient V ,W espaces vectoriels réels de dimensions finies et notons
B := {B : V ×W → K |B forme bilinéaire}. Alors l’espace dual B∗
définie le produit tensoriel, i.e.

V ⊗W ≡ B∗.

Preuve de la Proposition.

(v ⊗ w)(B) := B(v ,w) ∈ K, (v ⊗ w) ∈ B∗.

Si B : V ×W → U bi-linéaire et ξ ∈ U∗ ⇒ ξ ◦ B ∈ B.

∃FB : U∗ R-linéaire−−−−−→ B, β := (FB)∗ : (V ⊗W )→ (U∗)∗ ≡ U.
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Algèbre linéaire: produit tensoriel d’espaces vectoriels

Corollary
Soient V ,W espaces vectoriels de dimensions finies et soient
{v1, . . . , vm} et {w1, . . . ,wn} bases. Alors

{vi ⊗ wj , i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n}

est une base de (V ⊗W ) ≡ B∗.

Preuve du Corollaire.
Tout B ∈ B est déterminée par ses valeurs
B(vi ,wj) = (vi ⊗ wj)(B).
Tout élément de V ⊗W s’écrit∑

i ,j
aij(vi ⊗ wj).
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Le produit tensoriel d’applications linéaires
Corollary
Soient V ,W espaces vectoriels de dimensions finies et soient
FV : V → V et FW : W →W deux applications linéaire. Alors il
existe unique application linéaire

(FV ⊗ FW ) : V ⊗W → V ⊗W

qui vérifie

(FV ⊗ FW )(v ⊗ w) = FV (v)⊗ FW (w).

Preuve du Corollaire.

V ×W → V ⊗W , (v ,w)→ (FV (v)⊗ FW (w))

est bilinéaire et determine FV ⊗FW par la propriété universelle.
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Produit tensoriel des fibrés vectoriels

Définition (produit tensoriel de fibrés vectoriels)
Soient E → M et F → M deux fibrés vectoriels, avec co-cycles de
Chez {gE

UV (x)} et {gF
UV (x)}, respectivement. Le produit tensoriel

E ⊗ F → M

est un fibré vectoriel de rang rang(E )× rangF correspondants au
co-cycle de Chez {

gE
UV (x)⊗ gF

UV (x)
}
.
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L’algèbre tensorielle
Prenons V = W et notons

⊗k V := V ⊗ . . .⊗︸ ︷︷ ︸
k−times

V , ⊗0V := R.

T(V ) :=
∞⊕

k=0
⊗kV .

Un élement de T(V ) est une somme finie

λ1 + v0 +
∑
i ,j

vi ⊗ vj + . . .+
∑

i1,...,ip
vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ,

et on peut multiplier tels éléments en utilisant

(vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ) · (uj1 ⊗ · · · ⊗ ujq ) := vi1 ⊗ · · · ⊗ vip ⊗ uj1 ⊗ · · · ⊗ ujq .
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L’algèbre extérieure

⊗k V := V ⊗ . . .⊗︸ ︷︷ ︸
k−times

V , ⊗0V := R.

T(V ) :=
∞⊕

k=0
⊗kV ,

I(V ) = {l’idéal engéndé par v ⊗ v}.

Définition (L’algèbre extérieure)
L’espace vectoriel ∧∗(V ) := T(M)/I(V )

s’appèle l’algèbre extérieure de V .
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L’algèbre extérieure
Lemma 1
Si α = π(a) ∈

∧p(V ) et β = π(b) ∈
∧q(V ), alors

α ∧ β := π(a ⊗ b) ∈
p+q∧

(V )

est bien définie et vérifie α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α.

Preuve du Lemme 1.
Puisque v ⊗ v ∈ I(V ), nous avons v ∧ v = 0 et donc

⇒0 = (v1 + v2) ∧ (v1 + v2) = 0 + v1 ∧ v2 + v2 ∧ v1 + 0.
⇒vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(k) = (−1)sign(σ)v1 ∧ · · · ∧ vk , σ ∈ Sk .

α s’écrit comme une combinaison linéaire des termes v1 ∧ · · · ∧ vp
et β des termes w1 ∧ · · · ∧ wq et nous avons

(v1∧· · ·∧vp)∧(w1∧· · ·∧wq) = (−1)pq(w1∧· · ·∧wq)∧(v1∧· · ·∧vp).
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L’algèbre extérieure
Lemma 2
Si dim(V ) = n alors dim (

∧n V ) = 1.

Preuve du Lemme 2.
Soit e = {e1, . . . , en} une base de V .

Me(v1, . . . , vn) := det(vij), vi =
n∑

j=1
vjiej

est une forme multilinéaire Me : V × · · · × V → R non-nulle
(Me(e1, . . . , en) = 1) qui vérifie Me(. . . , v , v , . . .) = 0.

0 6= Me ∈
( n∧

(V )
)∗
⇒ dim

( n∧
(V )

)
≥ 1.

ei1 ∧ · · · ∧ ein = π(ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ) = λ(e1 ∧ · · · ∧ en)

⇒ dim (
∧n(V )) ≤ 1.
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L’algèbre extérieure

Lemma 3
Si {e1, . . . , en} est une base de V , alors
{ei1 ∧ · · · ∧ eip , i1 < i2 < · · · < ip} est une base de

∧p(V ) et donc
dim (

∧p(V )) =
(n

p
)
.

Lemma 4
Si A : V →W est une application linéaire, alors il existe unique
application linéaire (∧pA) :

∧p(V )→
∧p(W ), satisfaisant

(∧pA)(v1 ∧ · · · ∧ vp) = A(v1) ∧ · · · ∧ A(vp).

Lemma 5
Si A : V → V est une application linéaire, et n = dim(V ), alors
(∧nA) :

∧n(V )→
∧n(V ), est donnée par det(A).
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L’algèbre extérieure et formes alternées

Une autre approche consiste à utiliser l’isomorphisme canonique :(∧p(V )
)∗ ∼= Ap(V ),

où

Ap(V ) :=
{
f : V × · · ·×︸ ︷︷ ︸

p−times

V → Rmulti-linéaire et

f (vσ(1), . . . , vσ(p)) = (−1)sign(σ)f (v1, . . . , vp), σ ∈ Sp
}
.

∧∗(V ) ∼=

 n⊕
p=0

Ap(V )

∗ .
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Un isomorphisme (presque) canonique!
Lemma∧p(V ∗) ∼=α (

∧p(V ))∗ ∼= Ap(V ).

Preuve du Lemme.
Nous allons introduire une application bilinéaire non-dégénérée

α :
∧p(V ∗)×

∧p(V )→ R,

α(w∗1 ∧ · · · ∧ w∗p , v1 ∧ · · · ∧ vp) = det(w∗i (vj)).
Remarque
Un autre choix populaire (voir Kobayashi–Nomizu) est

β :
∧p(V ∗)×

∧p(V )→ R,

β(w∗1 ∧ · · · ∧ w∗p , v1 ∧ · · · ∧ vp) = 1
p! det(w∗i (vj)).
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Formes différentielles

Définition (Formes différentielles)
Le fibré vectoriel

∧pT ∗M s’appelle le fibré des p-formes de M.
Une section de

∧pT ∗M s’appelle une p-forme différentielle sur
M. L’ensemble des p-formes différentielles est un espace vectoriel
de dimension infinie qui est noté par

Ωp(M) := {p − formes differentielles}

Si (U, ϕ) est une carte compatible et α ∈ Ωp(M):

αU =
∑

i1<i2...<ip
ai1...ip (x)dxi1∧dxi2∧· · ·∧dxip , ai1...ip (x) ∈ C∞(U).
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Métriques riemanniennes
Définition (Métrique riemannienne)
Une métrique riemanniénne sur M est une section lisse
g ∈ C∞(M,T ∗M ⊗ T ∗M) telle que

∀x ∈ M, gx : Tx (M)× Tx (M)→ R

définie un produit euclidien sur Tx (M).
Si (U, ϕ) est une carte compatible

g|U =
n∑

i ,j=1
gij(x)dxi ⊗ dxj

t.q. G(x) := (gij(x)) ∈ C∞(U,Mn×n(R)) vérifie

G(x)T = G(x), G(x) > 0.
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Métriques riemanniennes

• on peut déformer une métrique riemannienne par exemple via

g̃ = ef g , g̃ = g + α⊗ α, f ∈ C∞(M), α ∈ Ω1(M).

• si g1 et g2 sont deux métriques riemanniennes alors

gt := tg1 + (1− t)g2, t ∈ [0, 1]

est une métrique riemannienne.

Examples
M = Rn, gx =

∑n
i=1(dxi )x ⊗ (dxi )x , G(x) = I.
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Fibrés riemanniennes

Définition
Une métrique riemanniénne sur E → M est une section lisse
g ∈ C∞(M,E ∗ ⊗ E ∗) telle que

∀x ∈ M, gx : Ex × Ex → R

définie un produit euclidien sur Ex .
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Métriques riemanniennes

Théorème (Existence)
Toute fibré lisse admet une infinité de métriques riemanniennes.

Preuve.
Soit (Uα, ψα) une trivialization locale de E munie d’une partition de
l’unité subordonnante ρα : Uα → R. Alors sur Uα nous définissons

gα :=
k∑

i=1
s∗i ⊗ s∗i ∈ (E ∗ ⊗ E ∗)|Uα ,

et prolongeons cette section de E ∗ ⊗ E ∗ sur M par ραgα.
Définissons

g :=
∑
α

ραgα.
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Métriques riemanniennes

Corollary (Existence)
Toute variété lisse admet une infinité de métriques riemanniennes.
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Rappels sur la partition d’unité

Convention (La topologie des variétés lisses)
Pour que M soit une variété lisse nous allons toujours supposer
que la topologie induite TM par un atlas compatible est
1. séparée (Hausdorff) et
2. vérifie le second axiome de dénombrabilité (il existe une

base topologique dénombrable)

⇒ M est métrisable puisque il est séparé + second axiome de
dénombrabilité + localement métrisable (Tietze-Uryson)
⇒ M est paracompact: toute recouvrement overt possède un
sous-recouvrement localement fini et une partition de l’unité
subordonnée.
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Partition continue de l’unité

Définition (Partition de l’unité)
Soit M un espace topologique et {Ui , i ∈ I} un recouvrement de M
par des ouverts (∪i∈IUi = M) qui est localement fini, c.à.d.

∀x ∈ M ∃U 3 x t.q.U intersecte nombre fini des ouvertsUi .

Une partition d’unite consiste d’un recouvrement ouvert
subordonné {Vj , j ∈ J}, Vj ⊂ Ui et des fonctions C0

fj : Vj → [0, 1] tels que
• Vj est un compact de M
• supp(fj) ⊂ Vj
• ∑j∈J fj(x) = 1 ∀x ∈ M.
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Partition lisse de l’unité

Lemma (Partition de l’unité lisse)
Soit M une variété lisse et {Ui , i ∈ I} un recouvrement de M par
des ouverts (∪i∈IUi = M) qui est localement fini.
Il existe un recouvrement ouvert subordonné {Vj , j ∈ J}, Vj ⊂ Ui
et des fonctions C∞(M) avec valeurs dans [0, 1] tels que
• Vj est un compact de M
• supp(fj) ⊂ Vj
• ∑j∈J fj(x) = 1 ∀x ∈ M.

Voir le document PDF sur le page de cours ou à Madoc pour la
preuve....
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Le volume riemanniane

Définition (La forme volume riemannienne)
Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n. La
forme volume vg ∈ Ωn(M) est définie par

vg (x) := (e1 ∧ · · · ∧ en)x ,

où {e1, . . . , en} est une base orthonormale positive de (Tx (M), gx )
et {e1, . . . , en} est sa base duale.
Dans une carte (U, ϕ) compatible avec l’oriéntaion, nous avons

gU =
n∑

i ,j=1
gij(x)dxi ⊗dxj , (vg )|U =

√
det(gij(x))dx1∧· · ·∧dxn.
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Le volume riemanniane

Définition (La forme volume riemannienne)
Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n. La
forme volume vg ∈ Ωn(M) est définie par

vg (x) := (e1 ∧ · · · ∧ en)x ,

où {e1, . . . , en} est une base orthonormale positive de (Tx (M), gx )
et {e1, . . . , en} est sa base duale.

Vol(M, g) =
∫

M
vg .
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Le volume riemanniane

Définition (Une forme volume)
Soit M une variété de dimension n. Une forme volume est une
n-forme v ∈ Ωn(M) qui ne s’annule jamais.

Proposition
M est orientable ssi elle admet une forme volume.

Discuté en classe.

Examples
Pn
R est orientable ssi n = 2k + 1.
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