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Introduction la géométrie riemannienne, TD2

Répondre auzr 3 questions suivantes en donnant les justifications

(1)

(2)

nécessaires. A remettre le TD au plus tard le 30 mars 2022.

Soit E un fibré vectoriel réel de rang k sur une variété lisse et con-
nexe M, muni d’'une connexion V. Notons par PV (M, E) le sous-
ensemble de sections lisses s € C*°(M, F) qui sont V-paralleles, i.e.
qui vérifient

Vxs=0, VXeC®MTM).

(a) Démontrer que PV (M, E) est un sous-espace vectoriel réel de
C>®(M, E).

(b) En utilisant le Théoreme de transport prallele, démontrer que
PY(M, E) est de dimension finie et que

dimg (PY (M, E)) < rang(E).
(c) Démontrer que si dimg (PV(M, E)) = rang(FE) alors
E =M xR
et V est isomorphe a la connexion plate V sur M x R

Soit f : (M,§) — (M,g) un revétment riemannien. Montrer que

si (M, g) est complete, alors (M ,§) est aussi compléete. En déduire

que :

(a) chaque géodésique de (M, g) est la projection par f d’une géodésique
de (M, g);

(b) trouver les géodésiques du tore T2 ott a = {(1,0),(0,1)} est la
base standard de R2. Calculer le diametre riemannien de T2.

(c) montrer qu'une géodésique de (RP", can) est minimale si et
seulement si sa longueur est inférieure ou égale a 7/2 et cal-
culer le diameétre de RP™.

Une varété riemannienne (M, g) est dite homogeéne si le groupe d’isométrie
riemanniennes Isom(M, g) agit de maniére transitive sur M. Mon-

trer que toute géodésique sur une variété riemannienne homogene est
indifinément prolongéable. En déduire que les variétés homogenes
sont completes. Est-ce que P'espace hyperbolique (H", gean) est une
variété riemannienne compléte ?



