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Connexions sur un fibré

Rappel: un fibré vectoriel
M est une variété lisse de dimension n.
Définition (Un fibré vectoriel de rang m)
E une variété lisse de dimension n + m, munie d’une application
surjective et lisse p : E → M, telle que
• p−1(x) ∼= Rm pour tout x ∈ M;
• tout x possède un voisinage U 3 x et un difféomorphisme

ψU : p−1(U) ∼= U × Rm,

telle que ψU : p−1(x) ∼= {x} × Rm.
• sur l’intersection U ∩ V

ψU ◦ ψ−1V : (U ∩ V )× Rm → (U ∩ V )× Rm

est dans la forme (x , v) 7→ (x , gUV (x)v) où gUV (x) est une
matrice inversible m ×m avec coefficients lisses.
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Rappels: examples de fibrés vectoriels

Examples
• TM avec gUV = Jac(ϕU ◦ ϕ−1V );

• T ∗M avec gUV =
(
Jac(ϕV ◦ ϕ−1U )

)T
.

• T p,qM := TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p−times

⊗T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q−times

;

• ∧p(M) ⊂ T 0,pM;
• O(−1)→ RPn, Em → G(m,N): les fibrés «tautologiques».....
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Rappels: sections d’un fibré

Définition
Une section lisse d’un fibré vectoriel p : E → M est une application
lisse qui vérifie

s : M → E , s ◦ p = idM .

Lemma
C∞(M,E ) = {sections lisses deE} est un espace vectoriel réel de
dimension infinie.

Preuve.
Dans une trivialization (U, ψU) : sU := ψ−1U (x , fU(x)) où
fU ∈ C∞(U,Rm);
ρU une fonction lisse de plateau ⇒ ρUsU ∈ C∞(M,E ).
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Connexions

Problème
Comment construire un isomorphisme « naturelle » entre
Ex = p−1(x) et Ey = p−1(y) ?

Définition (Connexion)
Une connexion ou une dérivée covariante sur E est une
application R-bilinaire

C∞(M,TM)× C∞(M,E )→ C∞(M,E ),
(X , s)→ ∇X s ∈ C∞(M,E ),

qui vérifie pour toute f ∈ C∞(M):

∇fX s = f∇X s, ∇X fs = df (X )s + f∇X s.
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Connexions
Définition (Connexion)
Une connexion ∇ : C∞(M,TM)× C∞(M,E )→ C∞(M,E )
vérifie pour toute f ∈ C∞(M):

∇fX s = f∇X s, ∇X fs = df (X )s + f∇X s.

Dans une trivialization ψU : EU ∼= U × Rm:
• sU

j (x) := ej = (0, . . . , 1︸︷︷︸
j

, . . . , 0) la section « constante »;

• s(x) =
∑m

j=1 aj(x)sU
j (x), aj ∈ C∞(U);

• ∇X s =
∑m

j=1

(
daj(X )sU

j + aj(∇X sU
j )
)
;

• ∇X sU
j =

∑m
k=1 θ

U
kj(X )sU

k , θkj ∈ Ω1(U);

• ∇s = dU + ΘU ou ΘU =
(
θU

kj

)
∈ Ω1(U,Mm×m(R)).
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Connexions: existence
Théorème 1 (Existence)
Il existe une infinité de connexions sur E .

Preuve.
• Dans une trivialization (U, ψU) nous posons ∇U := dU

(ΘU = 0).
• Si (Ui , ψi , ρi ) un recouvrement de M par des trivialisations de
E et ρi partition de l’unité:

∇ :=
∑

i
ρi∇Ui .

• ∇′ connexion ssi ∇′X s = ∇X s + AX (s) où
A ∈ C∞(M,T ∗M ⊗ E ∗ ⊗ E )

∇ = dU + ΘU , ΘU ∈ C∞(U,T ∗M ⊗ E ∗ ⊗ E ).
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Connexions: transport parallèle
M connexe et ∇ une connexion sur p : E → M

Définition
Soit γ(t) : (0, 1)→ M une courbe lisse sur M et s(t) ∈ Eγ(t) une
section lisse le longue de γ(t). 1 On dit que s(t) est parallèle le
longue de γ(t) si

∇γ̇(t)s(t) = 0.

Dans une trivialization (U, ψU): s(t) =
∑m

j=1 aj(t)sU
j (γ(t))

∇γ̇(t)s(t) :=
m∑

j=1

( d
dt aj(t)

)
︸ ︷︷ ︸

daj (γ̇(t))

sU
j (γ(t))+

m∑
j,k=1

θU
kj(γ̇(t))ak(t)sU

k (γ(t)).

1Le tiré en arrière γ∗(E) de E est une fibré sur (0, 1) et s(t) est une section
lisse de γ∗(E).
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Connexions: transport parallèle

Lemma
s(t) =

∑m
j=1 aj(t)sU

j (γ(t)) est parallèle le longue de γ(t) ssi

dak(t)
dt +

m∑
j=1

aj(t)θU
kj(γ̇(t)) = 0, k = 1, . . . ,m.

Corollaire
Soit γ : [0, 1]→ M une courbe lisse avec γ(0) = x et γ(1) = y.
Alors pour s0 ∈ Ex il existe unique section parallèle s(t) le longue
de γ(t) qui vérifie s(0) = s0.
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Connexions: transport parallèle

Définition (Transport parallèle)
Soit γ(t) : [0, 1]→ M une courbe lisse sur M avec
γ(0) = x , γ(1) = y . L’application

Pγ : Ex → Ey ,

s0 → s(1),

où s(t) est la section parallèle le longue de γ(t) qui vérifie
s(0) = s0 s’appèle le transport parallèle le longue de γ(t).
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Connexions: transport parallèle
Proposition (Corollaire de la linéarité du système ÉDO)
Pγ est un application linéaire inversible. De plus,
Pγ1 ◦ Pγ2 = Pγ1·γ2 .

Exemple (Transport parallèle de TRn)
Nous considérons TRn ∼= Rn × Rn est la connexion « plate » qui
pour Y =

∑n
j=1 aj(x)

(
∂
∂xj

)
est définie par :

∇0
XY :=

n∑
j=1

daj(X )
(
∂

∂xj

)
.

Alors Y (t) =
∑n

j=1 aj(t)
(
∂
∂xj

)
est parallèle le longue de γ(t) ssi

d
dt aj(t) = 0⇔ aj(t) = const.
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Connexions: sections parallèles

Définition (Sections parallèles)
Soit ∇ une connexion sur E p→ M. Une section s ∈ C∞(M,E ) est
dite parallèle par rapport à ∇ si

∇X s = 0 ∀X ∈ X (M).

L’espace R-linéaire P∇ := {s ∈ C∞(M,E ) | ∇s = 0} s’appèle
l’espace de sections ∇-parallèles.
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Connexions: sections parallèles

Théorème 2
Soit ∇ une connexion sur E p→ M. Alors dimP∇ ≤ rang(E ) = m.
Si dimP∇ = rang(E ), alors E ∼= M × Rm et ∇ ∼= ∇0.

Preuve.
(a) Supposons que {s1, . . . , sm+1} ⊂ P∇ sont indépendentes.
• en x : sm+1(x) =

∑m
j=1 cjsj(x) sont dépendants;

• si γ(t) est une courbe qui join x et y : s̃j(y) = Pγ(sj(x));
• ∇sj = 0 ⇒ Pγ(sj(x)) = s̃j(y) = sj(y).
• ⇒ sm+1(y) =

∑m
j=1 cjsj(y) car Pγ linéaire.

(b) Si {s1, . . . , sm} est une base de P∇ alors {s1(x), . . . , sm(x)}
est une base de Ex ; de plus
∇X

(∑m
j=1 aj(x)sj(x)

)
=
∑m

j=1 daj(X )sj .
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Connexions: Groupe de holonomie
Soit M connexe et (E ,∇) un fibré vectoriel de rang m. Notons

Π(M, x) = {γ(t) | γ(0) = γ(1) = x}

l’ensemble des lacets lisses en morceaux, basés en x , muni du «
produit » par composition.
Nous avons un homomorphism de groupes

Π(M, x)→ GL(Ex )
γ → Pγ .

Définition (Groupe d’holonomie)
Les images Hol∇(x) de Π(M, x) dans GL(Ex ) pour x ∈ M sont
des sous-groupes conjugués dans GL(m,R), dons la classe
d’equivalence s’appèle « le groupe d’holonomie » de (E ,∇)
(Hol(E ,∇)).
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Connexions: Groupe de holonomie

Exemple
Si dimP∇ = m ⇒ Hol(E ,∇) = {1}.

Théorème 3
Soit M connexe et Hol(E ,∇) = {1}. Alors dimP∇ = m.

Preuve.
• Soit {s1(x), . . . , sm(x)} une base de Ex .
• Pour tout y ∈ M, soit γ(t) une courbe avec γ(0) = x et
γ(1) = y et posons sj(y) := Pγ(sj(x)).
• la définition ne dépende pas de γ car Hol(E ,∇) = {1};
• Vérifier que ∇sj = 0.
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Connexions: La courbure

Problème
Est ce que l’on peut « calculer » Hol(E ,∇) ?

Définition (La courbure d’une connexion)
Soit ∇ une connexion de E . L’application

R∇X ,Y : C∞(M,E )→ C∞(M,E ), X ,Y ∈ X (M),
s → RX ,Y (s) := ∇[X ,Y ]s − [∇X ,∇Y ](s)

s’appèle la courbure de ∇.
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Connexions: La courbure

La courbure

R∇X ,Y (s) := ∇[X ,Y ]s −∇X (∇Y (s)) +∇Y (∇X (s))

vérifie

Proposition
• R∇Y ,X = −R∇Y ,X ;
• R∇(fs) = fR∇X ,Y s et R∇fX ,Y s = fR∇X ,Y (s) pour f ∈ C∞(M);

• ⇒ R∇ ∈ C∞(M,
(∧2 T ∗M

)
⊗ E ∗ ⊗ E ).
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Preuve de la Proposition

La courbure

R∇X ,Y (s) := ∇[X ,Y ]s −∇X (∇Y (s)) +∇Y (∇X (s))

vérifie R∇(fs) = fs.
• ∇[X ,Y ]fs = df ([X ,Y ])s + f∇[X ,Y ]s.
•

∇X (∇Y fs) =∇X (df (Y )s + f∇Y s)
= (X (df (Y ))) s + df (Y )∇X s

+ df (X )∇Y s + f (∇X (∇Y s)) .
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Preuve de la Proposition

La courbure

R∇X ,Y (s) := ∇[X ,Y ]s −∇X (∇Y (s)) +∇Y (∇X (s))

vérifie R∇(fs) = fs.
• ∇[X ,Y ]fs = df ([X ,Y ])s + f∇[X ,Y ]s.
•

∇X (∇Y fs)−∇Y (∇X fs) = (X (df (Y ))− Y (df (X ))) s
+ f (∇X (∇Y s)−∇Y (∇X s))

= (df ([X ,Y ])) s + f ([∇X ,∇Y ]s) .
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La courbure dans une trivialization

Soit (U, ψU) une trivialization de E et

∇X s = dUs(X ) + ΘU(X ), Θ = ΘU ∈ Ω1(U,Mm×m(R),

∇X
( m∑

j=1
aj(x)sU

j

)
=

m∑
j=1

daj(X )sU
j +

m∑
j,k=1

θkj(X )ajsU
k .

La courbure

R∇X ,Y (
m∑

j=1
ajsU

j ) = aj

m∑
j=1

R∇X ,Y (sU
j )

=
m∑

j,k=1
ajωkj(X ,Y )sU

k ,

où Ω = (ωjk) ∈ Ω2(U,Mm×m(R)).
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La courbure dans une trivialisation
Proposition (Équations de Cartan)
Nous avons Ω = −dΘ−Θ ∧Θ.

Preuve.

∇X sU
j =

m∑
k=1

θkjsU
k

R∇X ,Y (sU
j ) =∇[X ,Y ]sU

j − [∇X ,∇Y ](sU
j ) =

m∑
k=1

ωkj(X ,Y )sU
k

=
m∑

k=1
(θkj([X ,Y ])− X (θkj(Y )) + Y (θkj(X ))︸ ︷︷ ︸

−(dΘkj )(X ,Y )

sU
k

−
m∑

k,`=1
(θkj(Y )θ`k(X )− θkj(X )θ`k(Y ))

︸ ︷︷ ︸
(Θ∧Θ)`j (X ,Y )

sU
`
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La courbure et le groupe de holonomie

Notons

Rx := spanR{R∇u,v ∈ End(Ex )) | u, v ∈ TxM} ⊂ End(Ex ).

Théorème (Ambrose–Singer)
(a) G := Hol∇(x) ⊂ GL(Ex ) est une sous-variété lisse et

Rx ⊂ TIG ⊂ TIGL(Ex ) ∼= End(Ex ).

(b) TIG = spanR{P−1γ Ry} où y parcours les points de M et γ
parcours toutes le courbes avec γ(0) = x et γ(1) = y.
(c) Si π1(M) = {1} alors G est connexe et TIG determine G.
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Application : connexions plates

Définition (Connexion plate)
Une connexion ∇ sur E est dite plate si R∇ ≡ 0.
Supposons que Hol(E ,∇) = {1} ⇔ dimP∇ = m. Alors
R∇(sj) = 0 ⇒ R∇ ≡ 0.
Réciproquement, si R∇ ≡ 0 et π1(M) = {1} par le théorème
d’Ambrose–Singer Hol(E ,∇) = {1} est donc il existe une base de
sections parallèles.
Sur chaque ouvert contractile U ⊂ M nous avons m sections
parallèles indépendantes {sU

1 , . . . , sU
m} et sur U ∩ V :

sV
j (x) =

m∑
k=1

akj(x)sU
k (x), 0 = ∇X sV

j =
∑

k
dakj(X )sU

k .
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Application : connexions plates

Théorème (Fibrés plats)
Soit E → M une fibré. Les conditions suivantes sont équivalentes
• E admet une connection plate ∇
• E admet un atlas de trivialisations avec gUV ∈ GL(m,R)

constantes.

Corollaire
Les fibrés plats sont classifié par H1(M,GL(m,R)).
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