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Rappel: un fibré vectoriel
M est une variété lisse de dimension n.

Définition (Un fibré vectoriel de rang m)

E une variété lisse de dimension n + m, munie d'une application
surjective et lisse p: E — M, telle que

® p~1(x) =2 R™ pour tout x € M;

® tout x posséde un voisinage U > x et un difféomorphisme
Yy p HU) = U xR™,

telle que vy : p71(x) = {x} x R™.

® sur l'intersection UN V
Yuoyt 1 (UNV)xR™ — (UNV) xR

est dans la forme (x, v) — (x, guv(x)v) ot gyy(x) est une
matrice inversible m x m avec coefficients lisses.
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Rappels: examples de fibrés vectoriels

Examples
* TM avec gyy = Jac(oy o ¢y');
o T*M avec gyy = (Jac(cpv o <pal))T.
¢ TPAIM=TM® - TMRTM®---®& T*M,
p—times g—times
AP(M) C TOPM;
O(—1) = RP", En — G(m, N): les fibrés «tautologiquesy.....
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Rappels: sections d'un fibré

Définition
Une section lisse d'un fibré vectoriel p : E — M est une application
lisse qui vérifie

s:M—E, sop=idy.

Lemma
C>®(M, E) = {sections lisses de E} est un espace vectoriel réel de
dimension infinie.

Preuve.

Dans une trivialization (U,vy) : sy == ¥ (x, fu(x)) ol

fu € C*(U,R™);

pu une fonction lisse de plateau = pysy € C*°(M, E). O
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Connexions

Probleme
Comment construire un isomorphisme « naturelle » entre

Ex=p Y(x)et E,=pi(y)?

Définition (Connexion)
Une connexion ou une dérivée covariante sur E est une
application R-bilinaire

C®(M, TM) x C®(M, E) — C®(M, E),
(X,s) = Vxs € C°(M, E),

qui vérifie pour toute f € C*(M):

Vs = fVxs, Vxfs = df(X)s + fVxs.
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Connexions

Définition (Connexion)
Une connexion V : C*°(M, TM) x C*(M, E) — C*>*(M, E)
vérifie pour toute f € C>°(M):

Vs = fVxs, Vxfs = df(X)s + fVxs.

Dans une trivialization vy : Ey = U x R™:
. SJ-U(X) =¢e =(0,... ,\1/, ...,0) la section « constante »;
J
s(x) = 221 aj(x)s7 (x), & € C2(U);
Vxs = zj 1 (dai(X)s! + ai(Vxs));
);
(

szj = Zk:l ij( )Sk , ij S Ql(U ;
Vs =d! + 6! ou OV = (0f) € Q(U, Mmxm(R)).
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Connexions: existence

Théoreme 1 (Existence)

Il existe une infinité de connexions sur E.

Preuve.
® Dans une trivialization (U, 1y) nous posons VY := dY
eV =0o).
® Si (U;, i, pi) un recouvrement de M par des trivialisations de
E et p; partition de I'unité:

V= Z piVY.

e V' connexion ssi Vlys = Vxs + Ax(s) ou
Ae C®(M, T*M & E* ® E)

v=dV+0e! eVeccC®U,T*"Me E*®E).
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Connexions: transport paralléle

M connexe et V une connexion sur p: E — M

Définition

Soit y(t) : (0,1) — M une courbe lisse sur M et s(t) € E ) une
section lisse le longue de y(t). 1 On dit que s(t) est paralléle le

longue de «(t) s

Dans une trivialization (U, vy): s(t) = Ejn;l aj(l')SJ'U(’Y(t))

Vios) =3 (2ai(0) A0+ S G (0)
—_——

Jj=1 j,k=1
da;(§(t))

!Le tiré en arriere v*(E) de E est une fibré sur (0,1) et s(t) est une section
lisse de v*(E).
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Connexions: transport paralléle

Corollaire

Soit 7 : [0,1] — M une courbe lisse avec v(0) = x et y(1) = y.
Alors pour sy € E, il existe unique section paralléle s(t) le longue
de v(t) qui vérifie s(0) = sp.



Connexions sur un fibré
00000000800000000000000

Connexions: transport paralléle

Définition (Transport paralléle)
Soit v(t) : [0,1] — M une courbe lisse sur M avec
~v(0) = x,v(1) = y. L'application
P, :E — E,
so — s(1),

ou s(t) est la section paralléle le longue de v(t) qui vérifie
s(0) = sp s'appeéle le transport paralléle le longue de ~(t).
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Connexions: transport paralléle

Proposition (Corollaire de la linéarité du systéme EDO)

P, est un application linéaire inversible. De plus,
Py o Py, = Py

Exemple (Transport paralléle de TR")
Nous considérons TR" =2 R” x R" est la connexion « plate » qui
pour Y =374 aj(x )(%) est définie par :

0
Y =Sd
Z 3j(X <8XJ>
Alors Y(t) = 374 aj(t) (8%,) est paralléle le longue de 7(t) ssi

d
Eaj(t) =0 < aj(t) = const.
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Connexions: sections paralléles

Définition (Sections paralléles)

Soit V une connexion sur E % M. Une section s € C°(M, E) est
dite paralléle par rapport a V si

Vxs=0 VXeX(M).

L'espace R-linéaire PV := {s € C°(M, E)| Vs = 0} s'appele
I'espace de sections V-paralléles.
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Connexions: sections paralléles

Théoreme 2
Soit V une connexion sur E £ M. Alors dim PY < rang(E) = m.
Sidim PV = rang(E), alors E = M x R™ et V = VO,

Preuve.
(a) Supposons que {si,...,Smi1} C PV sont indépendentes.
® en x : smi1(x) = 25174 ¢sj(x) sont dépendants;
® si y(t) est une courbe qui join x et y: 5;(y) = P,(sj(x));
® Vs; =0 = P,(sj(x)) =3i(y) =si(y).
® = smri(y) = 2% ¢isi(y) car Py linéaire.
(b) Si {s1,...,5n} est une base de PV alors {s1(x),...,sm(x)}
est une base de Ej; de plus

Vx (ZJ’"Zl aj(x)sj(x)) = > %y daj(X)s;. O
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Connexions: Groupe de holonomie

Soit M connexe et (E, V) un fibré vectoriel de rang m. Notons

MM, x) = {7(t)|7(0) = ~(1) = x}

I'ensemble des lacets lisses en morceaux, basés en x, muni du «
produit » par composition.
Nous avons un homomorphism de groupes

MN(M, x) — GL(Ex)
v — P,.

Définition (Groupe d’holonomie)
Les images Hol" (x) de M(M, x) dans GL(Ey) pour x € M sont
des sous-groupes conjugués dans GL(m, R), dons la classe

d'equivalence s'appéle « le groupe d’holonomie » de (E, V)
(Hol(E, V)).
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Connexions: Groupe de holonomie

Exemple
Si dim PY = m = Hol(E,V) = {1}.

Théoréme 3
Soit M connexe et Hol(E, V) = {1}. Alors dim PV = m.

Preuve.
e Soit {s1(x),...,Sm(x)} une base de E;.
® Pour tout y € M, soit y(t) une courbe avec v(0) = x et
(1) = y et posons sj(y) := P,(sj(x)).
® |a définition ne dépende pas de v car Hol(E, V) = {1},
® Vérifier que Vs; = 0.
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Connexions: La courbure

Probleme
Est ce que I'on peut « calculer » Hol(E, V) ?

Définition (La courbure d'une connexion)

Soit V une connexion de E. L'application

RXy : C°(M,E) — C™®(M,E), X, Y € X(M),
s — Rx,v(s) == Vix,v;s — [Vx, Vy](s)

s'appele la courbure de V.
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Connexions: La courbure

La courbure
RY.y(5) = Vix.v}s = Vx(Vy(5)) + Vv (Vx(s))
vérifie
Proposition
° R\Y,x = _R\Y,x/
* RV(fs) = fRXYs et Rggys = fR)Yyy(s) pour f € C*(M);
© = RV € CX(M, (N T*M) ® E* © E).
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Preuve de la Proposition

La courbure
RY y(s) == Vix.v}s — Vx(Vy(s)) + Vy(Vx(s))

vérifie RV (fs) = fs.
° V[X,Y] fs = df([X, Y])S + fV[X’y]S.

Vx(Vyfs) =Vx (df(Y)s+ fVys)

=(X(df(Y)))s+ df(Y)Vxs
+df(X)Vys+ f(Vx(Vys)).



Connexions sur un fibré
00000000000000000e00000

Preuve de la Proposition

La courbure
RY y(s) == Vix.v}s — Vx(Vy(s)) + Vy(Vx(s))

vérifie RV (fs) = fs.
° V[X,Y] fs = df([X, Y])S + fV[X’y]S.

Vx(Vyfs) = Vy(Vxfs) = (X(df (Y)) — Y(df(X))) s

+f(Vx(Vys) = Vy(Vxs))
=(df([X, Y]))s+f([Vx,Vyl]s).
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La courbure dans une trivialization

Soit (U,vy) une trivialization de E et

Vxs = dYs(X) +0Y(x ), © =0Y € Q' (U, Mmxm(R),

VX<Z aj(x)sjU) = Z da;(X) SJU + Z 01;(X)ajsy.

La courbure
m m
U )
RYy(>_as’) =2 > RYy(s/)
j=1 j=1

m
== Z ajwkj(X, Y)Sly,
Jvk:]-

ol Q = (wik) € Q2(U, Mpmxm(R)).
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La courbure dans une trivialisation

Proposition (Equations de Cartan)
Nous avons 2 = —d© — O A ©.

Preuve.

sz Z ijsk

RYv(s) =Vixvis® — [Vx, V(s ZwaX Y)sd
k=1

=" (0i([X, Y]) = X(0i5(Y)) + Y (0ii(X)) s
k=t ~(dOK)(X.Y)

3 O(V)0(X) — 04 (X000 (V) 5V
k=1

(©10)4(X,Y)
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La courbure et le groupe de holonomie

Notons
Ry = spanR{sz € End(Ey)) |u,v € TyM} C End(Ey).
Théoreme (Ambrose—Singer)
(a) G := HolV(x) C GL(Ey) est une sous-variété lisse et
Rx C T)G C T\GL(Ex) = End(Ex).

(b) T/G = spanR{P;lRy} ol y parcours les points de M et ~y
parcours toutes le courbes avec v(0) = x et v(1) = y.
(c) Si mi(M) = {1} alors G est connexe et T;G determine G.
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Application : connexions plates

Définition (Connexion plate)

Une connexion V sur E est dite plate si RY = 0.

Supposons que Hol(E,V) = {1} < dim PV = m. Alors
RV(sj))=0= RV =0.

Réciproquement, si RY = 0 et 71(M) = {1} par le théoréme
d’Ambrose-Singer Hol(E, V) = {1} est donc il existe une base de
sections paralléles.

Sur chaque ouvert contractile U C M nous avons m sections
paralléles indépendantes {sV,... sY} et sur UN V:

m
sJ-V(x) = Z akj(x)s¢ (x), 0= szjv = Z dagi(X)sy .
k=1 K
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Application : connexions plates

Théoreme (Fibrés plats)
Soit E — M une fibré. Les conditions suivantes sont équivalentes
® E admet une connection plate V

® E admet un atlas de trivialisations avec gyy € GL(m,R)
constantes.

Corollaire
Les fibrés plats sont classifié par H*(M, GL(m, R)).
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