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Lors de la derniére séance du séminaire, le théoréme de Stone fut démontré! :

Théoréme (Stone). Tout treillis distributif (algebre de Boole) (A, <) se plonge
dans un treillis distributif (algébre de Boole) de la forme (p(X),C) pour un
ensemble X.

Dans la perspective de ’étude du théoréeme de représentation de Stone, 1'uti-
lité de la théorie des catégories découle de ce qu’elle fournit un langage répondant
a la nécessité de distinguer différents types de treillis distributifs complets en
fonction de leurs morphismes.

En effet, la théorie des catégories est souvent présentée comme une théorie
qui, par opposition & la théorie des ensembles, met I’emphase sur les morphismes
ou fleches entre les objets plutot que sur les objets eux-mémes. Comme 1’écrit
Mac Lane :

Since a category consists of arrows, our subject could be described as
learning how to live without elements, using arrows instead. 2

Ainsi, dans ce qui suit, la théorie des catégories sera présentée dans I'optique
d’un langage. Néanmoins, les quelques notions présentées ci-dessous permettent
un premier contact avec I'univers des catégories.

1 La notion de catégorie

Définition 1.1. Une catégorie C consiste en

1. une collection d’objets A, B, C, ...;

2. une collection de morphismes f, g, ... entre ces objets. Chaque morphisme
f a un domaine dom(f) et un co-domaine cod(f) parmi les objets de la
catégorie. Par exemple, étant donné un morphisme f: A — B, dom(f) =
A et cod(f) = B;

3. une opération de composition qui associe a toute paire de morphismes
f, g tels que cod(f) = dom(g) un morphisme g o f : dom(f) — cod(g)
respectant les propriétés suivantes :

1 exposé de Jean-Pierre Marquis, 2006-11-16
2 [Mac Lane 1998], p. vii.



(a) associativité : pour tous morphismes f, g et h tels que les composi-
tions existent, (fog)oh = fo(goh);

(b) existence de l’identité : pour tout morphisme f : A — B, il existe des
morphismes identité ids : A — Aetidg : B — B tels que foidy = f
et idg o f = f

Des diagrammes d’objets et de morphismes sont souvent utilisés pour in-
diquer la composition de morphismes commute. Par exemple, pour des mor-
phismes f: A— B, g: B— Ceth:A— C,le diagramme ci-dessous commute
sih=gof:

C

Exemple. La catégorie Set a pour objets les ensembles et pour morphismes
les fonctions.

Rappel. Un ensemble pré-ordonné (X, R) est un ensemble X muni d’une rela-
tion R réflexive et transitive, c’est-a-dire:

1. Pour tout z € X, zRx;

2. Pour tout x1, x2, x3 € X, si x1Rxo et xzoRx3, alors x1 Rxs.

Exemple. Soit (X, R) un ensemble pré-ordonné. Une catégorie s’obtient de la
fagon suivante :

1. Les objets sont les éléments de X.
2. Les morphismes p — ¢ sont les paires (p, q) telles que pRq;

3. Pour toutes paires (p,q) et (g,s), la transitivité du pré-ordre permet de
définir une opération de composition o car si pRq et gRs, alors pRs. D’ou
(¢:5) 0 (p,q) = (p,5);

4. La composition respecte les propriétés d’associativité et d’existence de
I'identité :

— Soient (p, q), (g, s) et (s,t) des morphismes. Alors, ((s, t)o(q, s))o(p, q) =
(1) = (s,t) o ((g,8) o (p, q))-

— Par réflexivité de la relation R, pour tout morphisme (p, q), il existe des
Enorl))hismes (pp) et (g, q) tels que (p,q)o(p, p) = (p,q) et (¢,q)o(p,q) =
p,q

En simplifiant & ’extréme, une catégorie n’est rien de plus qu’une collection
d’objets munie de morphismes entre ces mémes objets. Il s’agit donc d’une
structure mathématique extrémement générale qui peut prendre une forme tres
compliquée, mais aussi tres simple comme lillustre ’exemple précédent. En



mathématiques, la force du concept découle de ce que pour pratiquement tout
type d’objet — ensemble, groupe, anneau, espace métrique, etc. —, une catégorie
peut étre définie.

Incidemment, les structures d’ordre et algébriques rencontrées tout au long
du séminaire sont autant d’exemples de catégories :

Exemples.

1. La catégorie Pos des ensembles partiellement ordonnés dont les objets sont
les ensembles partiellement ordonnés et les morphismes sont les fonctions
préservant ’ordre.

2. La catégorie Lat des treillis dont les objets sont les treillis et les mor-
phismes sont les homomorphismes de treillis, c’est-a-dire les fonctions
préservant les opérations A et \/.

3. La catégorie DLat des treillis distributifs dont les objets sont les treillis
distributifs et les morphismes sont les homomorphismes de treillis distri-
butifs, c’est-a-dire les homomorphismes préservant les opérations A et \/
et la distributivité.

4. La catégorie Bool des algebres de Boole dont les objets sont les algebres
de Boole et les morphismes sont les homomorphismes d’algebres de Boole,
c’est-a-dire les homomorphismes de treillis préservant les compléments.

5. La catégorie Heyt des algebres de Heyting dont les objets sont les algebres
de Heyting et les morphismes sont les homomorphismes d’algebres de Hey-
ting, c’est-a-dire les homomorphismes de treillis distributifs préservant
I'implication.

Comme le suggerent les exemples ci-dessus, les morphismes d’une catégorie
peuvent eux-mémes disposer de propriétés. La notion d’isomorphisme représente
un cas de morphisme particulierement important entre objets d’une catégorie.

Définition 1.2. Soient C une catégorie. Un morphisme f : A — B est un
isomorphisme, noté f : A = B, si f est inversible, c¢’est-a-dire s’il existe une
fonction f~': B — Atelleque f ‘o f =idy et fof~! =idg. Dans ce cas, les
objets A et B sont dits isomorphes, noté A = B.

Exemple. Dans la catégorie des ensembles Set, un isomorphisme est une fonc-
tion bijective.

2 Quelques constructions catégoriques

A partir de la seule notion de catégorie, un certain nombre de construc-
tions permettent d’obtenir d’autres catégories. Pour la suite des choses, deux se
révéleront particulierement importantes.

Pour les structures d’ordre, il suffisait de renverser la relation d’ordre pour
obtenir une nouvelle structure, qualifiée de « duale »3. Par exemple, pour un

3 cf. exposé de Jean-Pierre Marquis, 2006-10-19



ensemble partiellement ordonné (4, <), le dual A° de A est le treillis (A, <°P)
ou a <°P p si et seulement si b < a.

Ce procédé peut étre transposé au niveau des catégories: il sera alors ques-
tion de « renverser les fleches ».

Définition 2.1. Soit C une catégorie. La catégorie duale C°P se construit
comme suit :

1. Les objets de C°P sont les objets de C;

2. Tout morphisme f : A — B de C donne lieu a un morphisme f°° : B — A
de C°P;

3. Pour tous morphismes f°P et g°P, la composition f°P o g°P est définie dans
C°P si et seulement si la composition g o f est définie dans C. Alors,

JfoPog® =(go f)P

A Pinstar du produit cartésien en théorie des ensembles, il existe une notion
de produit pour les catégories. En fait, le produit cartésien est un cas particulier
de cette notion pour la catégorie Set.

Définition 2.2. Soient C et D des catégories. La catégorie produit C x D se
construit comme suit :

1. Les objets de C x D sont les paires (C, D) ot C' est un objet de C et D
est un objet D.

2. Les morphismes de C x D sont les paires de morphismes (f,g) : (C,D) —
(¢, D".

3. Pour tout morphisme (f,g) et (f',¢'), la composition (f,g) o (f',g’) est
définie par (fo f',gog’).

3 La notion de foncteur

En plus de tenir compte des fleches au sein d’une catégorie, la théorie des
catégories considere également des fleches d’une catégorie a I'autre.

Définition 3.1. Soient C et D deux catégories, un foncteur F' : C — D est
une fonction associant

1. & tout objet C' de C un objet F(C) de D;

2. & tout morphisme f : A — B de C un morphisme F(f) : F(A) — F(B)
de D tel que

(a) Pour tout objet A de C, F'(ida) = idpay;
(b) F(go f)= F(g)o F(f) lorsque la composition g o f est définie.

Un foncteur « préserve » la structure de catégorie en quelque sorte.

Exemple. Soit C une catégorie. Le foncteur identité 1¢ : C — C est défini par

1(;(A) =Aet 1c(f) = f



Exemple. Soient (P, <) et (@, C) des ensembles partiellement ordonnés consi-
dérés en tant que catégories P et Q respectivement. Un foncteur F : P — Q
est simplement une fonction d’ensembles monotone. En effet, soit F: P — @
une fonction monotone, c’est-a-dire une fonction pour laquelle p < ¢ implique
F(p) C F(q).

— Pour tout p € P, F(p) € Q.

— Soit un morphisme f : p — g de P. Alors, p < ¢ dans P. F étant une
fonction monotone, F(p) C F(q). Donc, il existe un morphisme F(f) :
F(p) — F(q) de Q.

— Soit p € P. Alors, p < p car la relation < est réflexive. Il existe donc un
morphisme id, : p — p dans P. De plus, F' étant monotone, F(p) C F(p)
dans Q. D’ou lexistence d’un morphisme F'(id,) : F(p) — F(p) tel que
F(idy) = idp(y) dans Q.

— Soient f : p — g et g : g — s deux morphismes de P. Alors, p < q et

q < s dans P. D’une part, par transitivité de la relation <, p < s dans
P. F étant monotone, F(p) C F(s) dans Q. Il existe donc un morphisme
Flgo f): F(p) — F(s) dans Q.
D’autre part, il existe aussi des morphismes F(f) : F(p) — F(q) et
F(g) : F(q) — F(s) dans Q. Ces morphismes peuvent se composer en
un morphisme F(g) o F(f) : F(p) — F(s). Par définition de la relation
d’ordre, il existe au plus un morphisme entre toute paire d’objets, d’ou
F(go f) = Flg)o F(f).

Exemple. Soient C une catégorie et 1 la catégorie dont le seul objet est o et
le seul morphisme est 'identité id, : @ — e. Le morphisme ! : C — 1 associe

— a tout objet C' de C l'unique objet o de 1

— a tout morphisme f: C — D de C, 'unique morphisme id, : ® — o de 1.

Exemple. Soit C une catégorie. Le foncteur diagonal A : C — C x C associe
— & tout objet C' de C un objet (C,C) de C x C;
— & tout morphisme f : C — D de C un morphisme (f, f) : (C,C) — (D, D)
de C x C.

Définition 3.2.

— Un foncteur est dit covariant s’il assigne a un morphisme f: A — B un
morphisme F(f): F(A) — F(B), c’est-a-dire s’il préserve la direction des
fleches.

— Inversément, un foncteur est contravariant s’il assigne a un morphisme
f+ A — B un morphisme F(f) : F(B) — F(A), c'est-a-dire s'il inverse
les fleches.

Exemple. Soit Set la catégorie des ensembles. Les objets de cette catégorie
sont les ensembles et ses morphismes sont les fonctions entre ensembles. Le
foncteur de puissance contravariant @ : Set — Set associe:
— a tout objet A de Set son ensemble de puissance p(A);
— & tout morphisme f : A — B la fonction @(f) : p(B) — p(A) qui associe
a tout a tout sous-ensemble X C B l'image inverse de X par la fonction
f, cest-a-dire f~1(X) C A.



Remarque. Soient C et D deux catégories. Un foncteur contravariant n’est
rien d’autre qu'un foncteur F : C°P — D.

4 Les foncteurs adjoints

Définition 4.1. Soient (P, <) et (@), C) deux ensembles partiellement ordonnés.
Une connezion de Galois est une paire de fonctions monotones f*: P — @ et
f«: @Q — P telles que pour tout p € Pet g€ Q:

1*(p) C q si et seulement si p < f.(q)
f* est Vadjoint a gauche de f, et f. est Uadjoint & droite de f* (f* 4 f.).

Il y a une relation de codépendance entre f* et f,.

Les ensembles partiellement ordonnés pouvant étre considérés comme des
catégories, il est possible d’exprimer directement la définition dans le langage
des catégories.

Définition 4.2. Soient P et Q des ensembles partiellement ordonnés considérés
en tant que catégories. Une connerion de Galois est une paire de foncteurs
f:P—>Qetg: Q — P, cest-a-dire deux fonctions monotones P — @ et
Q — P, tel que pour tous objets p de P et ¢ de Q:

f(p) = ¢
»— g(q) ¢

f est Vadjoint & gauche de g et g est Uadjoint d droite de f (f - g).

En logique propositionnelle, les connexions de Galois jouent un role crucial
notamment en raison de leur relation aux connecteurs logiques. En effet, pour
un ensemble partiellement ordonné (P, <), les connecteurs logiques existent et
sont bien définis sur P si certains adjoints existent.

Soit le foncteur ! : P — 1. Par définition, un adjoint a gauche sera un
foncteur F : 1 — P tel que pour tout objet X de P:

F(o)—>X
e !

En terme d’ensembles partiellement ordonnés, F' est un adjoint a gauche si
F(e) < X si et seulement si e < !(X). Par définition du foncteur !, @ < (X)) = o
n’est rien d’autre que 'identité. Il faut donc que 'inégalité F(e) < X soit elle
aussi toujours vraie. Ceci n’est possible que si F'(e) est 1’élément minimal de P,
c’est-a-dire si F'(e) = A P car pour tout X € P, AP < X.
Similairement, un adjoint & droite sera un foncteur G : 1 — P tel que pour

tout objet X de P:

(X)— e

X — G(e)



I(X) = o < o sera donc vrai si et seulement X < G(e), ce qui n’est possible que
si G(e) est 'élément maximal du treillis, c’est-a-dire si G(¢) = \/ P car pour
tout X € P, X <\/P.

D’un point de vue logique, les adjoints a gauche et a droite du foncteur ! ne
sont rien d’autre que L et T, c’est-a-dire L 4!et ! 4 T.

Soit le foncteur diagonal A : P — P x P. Par définition, un adjoint a gauche
sera un foncteur F' : P x P — P tel que pour tous objets X, Y, Z de P:

F(X,Y)— Z
(X,Y) = A(Z)

F(X,Y)—Z
(X,)Y)— (Z,2)
FX,)Y)—Z
X—-2Y—>7
En termes d’ensembles partiellement ordonnés, F' est un adjoint & gauche de A si
F(X,Y) < Z siet seulement si X < Z et Y < Z. Il en sera ainsi si F(X,Y) =
V{X,Y}.

Similairement, un adjoint a droite sera un foncteur G : P x P — P tel que
pour tous objets X,Y,Z de P:

A(Z) - (X,Y)
Z = G(X,Y)

(Z,Z) = (X,Y)
7 — G(X,)Y)
Z—X,Z-Y
Z — G(X,)Y)
Cette condition sera respectée si Z < X et Z < Y siet seulement si Z <
G(X,Y). Ce sera le cas si G(X,Y) < A{X,Y}.

Les adjoints & gauche et a droite de A peuvent également étre interprétés
logiquement. En effet, il s’agit respectivement de la disjonction et de la conjonc-
tion. Donc, V4 A et A 4 A.

Il est également possible d’'introduire le pseudo-complément relatif et le
complément (respectivement l'implication et la négation en termes logiques)
en tant que foncteurs adjoints. Il faut alors considérer un foncteur avec un pa-
rametre.

Soit le foncteur (— A X) : P — P. Un adjoint & droite de ce foncteur sera
un foncteur F(X,—) : P — P tel que pour tous objets Y, Z de P:

YAX > Z
Y = F(X,Z)

En termes d’ensembles partiellement ordonnés, Y A X < Z si et seulement si
Y < F(X, Z). Or, cecin’est rien d’autre que la définition du pseudo-complément
relatif X = Z.



En particulier, si Z = L, la situation est la suivante:

YAnX—_1
Y - F(X,1)

D’out F(X, 1) =X = 1, ce qui est la définition du complément X.

D’un point de vue logique, ces adjoints correspondent respectivement a I'im-
plication (=) et a la négation (=). Alors, A4=et (—AL)4(—=1).

Le fait que des ensembles partiellement ordonnés puissent étre considérés
comme des catégories suggere 1’existence d’une notion catégorique générale cor-
respondant a celle de connexion de Galois. Cette intuition conduit a la notion
générale et d’autant plus fondamentale de foncteurs adjoints.

La notion de transformation naturelle sera nécessaire pour définir les fonc-
teurs adjoints.

Définition 4.3. Soient F': C — D et G : C — D des foncteurs. Une trans-
formation naturelle T : F — G de F vers G est une fonction qui assigne a
tout objet C de C un morphisme 7¢ = 7C : F(C) — G(C) tel que pour tout
f:C—= D, tpoFf=Gforc. Autrement dit, le diagramme suivant commute :

o FCc —° . gC
f Ff Gf
D FD—" . Gp

Définition 4.4. Soient C et D deux catégories de méme que F : C — D et
G : D — C des foncteurs. F est un adjoint d gauche de G (et G un adjoint d
droite de F' ), noté F' 4 G, si pour tous objets C' de C et D de D, il existe un
isomorphisme naturel entre les morphismes

FC % D

cLap
L’isomorphisme se veut naturel au sens qu’il ne dépend pas des objets C et D .

Alors, a tout morphisme g correspond un unique morphisme f et, a tout
morphisme f correspond un unique morphisme g.

Exemple. Soient Set la catégorie des ensembles. Le foncteur image directe
associe a tout ensemble A sont ensemble de puissance p(A) et & tout morphisme
f: A — B le morphisme p(f) : p(A) — p(B). Plus précisément,

o(f) :0(A) — p(B)
X — f(X)

4 La condition d’étre naturel est en fait plus complexe que ne le laisse entendre cette facon
de l’exprimer.



Tel que défini précédemment, le morphisme de puissance contravariant as-
socie & tout ensemble A son ensemble de puissance p(A) et & tout morphisme
f A — B le morphisme g(f) : p(B) — p(A), c’est-a-dire:

o(f) :p(B) — p(A)
Y — f7H(Y)

Ces deux foncteurs sont adjoints :

X C YY)
fxycy
L’importance des foncteurs adjoints ne se limite pas a la logique proposition-

nelle ni méme a la logique en général. En effet, les adjoints s’averent cruciaux
pour la totalité des mathématiques. Voici deux courtes citations en ce sens:

The isolation and explication of the notion of adjointness is perhaps
the most profound contribution that category theory has made to the
history of general mathematical ideas. °

The notion of adjunction is arguably the most important concept un-
veiled by category theory. It is a general logical and mathematical concept
that occurs everywhere and often marks an important and interesting
connection between two objects of interest. °

Concretement, 'importance des adjoints tient a ce que ’essentiel des con-
cepts mathématiques fondamentaux peuvent étre présentés en tant qu’adjoints.
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