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LA LOGIQUE DU FINI, rappel

Logique du premier-ordre dans les struc-
tures finies.

– pas de complétude (Traktenbrot, 1950)

– pas de compacité
– correspond au modèle relationnel dans

les bases de données
– beaucoup de structures discrètes de l’in-

formatique (graphes, arbres,...)
– avec la relation PE(parent, enfant)

– e est orphelin : ¬∃pPE(p, e).
– avec un graphe 〈S,A〉

– arité k :
∀s∃s1 . . . ∃sk∧

i 6=j

si 6= sj ∧
∧
i

A(s, si) ∧ ∀t

(
A(s, t)⇒

∨
i

t = si

)
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THÉORÈMES DE PRÉSERVATIONS

–  Loś-Tarski (1954-55). Un énoncé est
préservé par plongements si et seule-
ment si il est équivalent à un énoncé
existentiel.

– Lyndon (1959). Un énoncé est préservé
par homomorphismes surjectifs si et seule-
ment si il est équivalent à un énoncé
positif.

– Keisler (1960). Un énoncé est préservé
par homomorphismes si et seulement si
il est équivalent à un énoncé existentiel
positif.
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Théorèmes de préservation dans le fini

– Tait (1959). Il existe un énoncé qui
est préservé par plongements dans les
structures finies, mais qui n’est pas équivalent
dans le fini à un énoncé existentiel.

– Ajtai-Gurevich (1984). Il existe un
énoncé qui est préservé par homomor-
phismes surjectifs dans les structures
finies mais qui n’est pas équivalent dans
le fini à un énoncé positif.

– Rossman (2006). Un énoncé est
préservé par homomorphismes
dans les structures finies si et
seulement si il est équivalent dans
le fini à un énoncé existentiel
positif.
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– Rossman (2006).
Un énoncé est préservé par ho-
momorphismes dans toutes les
structures si et seulement si il
est équivalent à un énoncé exis-
tentiel positif de même rang de
quantification.

– Rossman (2006).
Un énoncé de rang de quanti-
fication n est préservé par ho-
momorphismes dans les struc-
tures finies si et seulement si
il est équivalent dans le fini à
un énoncé existentiel positif de
rang de quantification ρ(n), où
ρ : N→ N est calculable.
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ENJEU

 Loś-Tarski (1954-55) : esquisse de preuve.

– ∆(M) = diagramme de la structureM=

{Ra1 . . . an : ai ∈M et (a1, . . . , an) ∈ RM}

∪{¬Ra1 . . . an : ai ∈M et (a1, . . . , an) 6∈ RM}

–M ↪→ N ssi N |= ∆(M)

– σ préservé par plongements ssi

pour chaqueM∈Mod(σ), ∆(M) |= σ
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– soit σ préservé par plongement

– pour chaqueM∈Mod(σ), ∆(M) |= σ

– ∆′M |= σ, ∆′M ⊆fini ∆(M) (compacité)

– ∆′M ; δ′M, δ′M existentielle

– δ′M |= σ

– {σ} ∪ {¬δ′M}M∈Mod(σ) inconsistent

– compacité

– σ,¬δ′1, . . . ,¬δ′n inconsistent

– σ |= δ′1 ∨ . . . ∨ δ′n

– σ ⇔ δ′1 ∨ . . . ∨ δ′n Q.E.D.

N.B.
∆+(M) = {Ra1 . . . an : ai ∈M, (a1, . . . , an) ∈ RM}
σ préservé par hom. ssi pour tout M, ∆+(M) |= σ

Etc.
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VA-ET-VIENT (JEU) DE FRAÏSSÉ,
rappel

– deux structures relationnelles A,B.
– deux joueurs : le destructeur, le construc-

teur.
– construit : (a1, . . . , an) dansA et (b1, . . . , bn)

dans B
– ai 7→ bi isomorphisme partiel ?

(oui7→ le constructeur gagne)

– A ≈k B : le constructeur a une stratégie
gagnante ds les suites de longueur k
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Rang de quantification

– rg(atomique)=0

– rg(¬ϕ)=rg(ϕ)

– rg(ϕ op ψ)= max(rg(ϕ),rg(ψ))

– rg(∃xϕ)=rg(ϕ)+1

– rg(∀xϕ)=rg(ϕ)+1
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Propriétés

– qu’un nombre fini de formules de rang
k à équiv. logique près

– A ≡k B : A,B
satisfont mêmes énoncés de rang ≤ k
((A, a) ≡k (B,b))

– (A, a) ≡0 (B,b) ssi
a 7→ b est un iso. partiel de A ds B

– (A, a) ≡k+1 (B,b) ssi

∀α ∈ A,∃β ∈ B, (A, â, α) ≡k (B, b̂, β)

et ∀β ∈ B, ∃α ∈ A, (A, â, α) ≡k (B, b̂, β)

– A ≡min(|A|,|B|)+1 B ssi A ' B
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THÉORÈME D’EHRENFEUCHT-FRAÏSSÉ

A ≈k B ssi A ≡k B

Corollaire. Être de taille paire n’est pas définissable dans
les ordres linéaires finis.
(car dans ces ordres, A ≡k B si card(A),card(B) > 2k)
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LOGIQUE ↔ COMBINATOIRE

– formule positive primitive (p.p.) : ∧,∃

– formule existentielle positive : ∨,∧,∃

– graphe de Gaifman d’une structure

– profondeur arborescente d’un graphe

– profondeur arborescente d’une struc-
ture « prof(A) »
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– « A → B » : il existe un homomor-
phisme de A ds B (A

→← B)

– « A est un noyau » : A
f→ A⇒ f iso

– A est un noyau ssi
(B ⊆ A et A→B B)⇒ A = B

– ∀A fini ∃B ⊆ A t.q. A →B B et B
est un noyau ; de plus B unique à iso
près

– noyau(A) ⊆ A,
prof(noyau(A)) ≤ prof(A)

– A→ B ssi noyau(A)→ B
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énoncés p.p. structures finies

θ → Aθ

θA ← A

– B |= θ ssi Aθ → B

– B |= θA ssi A→ B

– card(Aθ) ≤ nq(θ), prof(Aθ) ≤ rg(θ)

– nq(θA) ≤ card(A), rg(θA) = prof(Aθ)

– noyau(θ)

– card(noyau(θ)) ≤ nq(θ),
prof(noyau(θ)) ≤ rg(θ)

15



énoncés existentiels pos. noyaux

ψ → Cψ,1, . . . , Cψ,n

ψC1,...,Cn ← C1, . . . , Cn

– B |= ψ ssi ∨ni=1Cψ,i → B

– Cψ,i 6→ Cψ,j, i 6= j

– nq(ψ) ≥ maxi card(Cψ,i),
rg(ψ) ≥ maxi prof(Cψ,i)

N.B. COR. Tout énoncé existentiel positif
est préservé par homomorphismes.
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Profondeur bornée

– « A→n B », n-homomorphe :
∀C, prof (C) ≤ n,
C → A⇒ C → B

– A →n B ssi ∀θ, p.p. & prof(θ) ≤ n,
A |= θ ⇒ B |= θ

– A
→n

← B

– « n-noyau »

– qu’un nombre fini de structures de pro-
fondeur au plus n à

→← près

– qu’un nombre fini de n-noyaux à iso
près
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– noyaun(A)

– A→n B ssi noyaun(A)→ B
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– Supp. P ,Q t.q. ∀A,B finis,
(A |= P & A →n B) ⇒ B |= Q.
Alors il existe un énoncé existentiel po-
sitif Ψ, rg(Ψ) ≤ n, t.q.
P |= Ψ et Ψ |= Q.

19



– Rossman (2006).
Pour toutes structures A,B t.q.
A
→n← B, il existe des structures

A′, B′ t.q. A
→n← A′ ≡n B′

→n← B.

– Rossman (2006).
Pour toutes structures finies A,B

t.q. A
→ρ(n)← B, il existe des struc-

tures finies A′, B′ t.q.
A
→n← A′ ≡n B′

→n← B.
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