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Présentation du projet

Le projet que nous comptons soumettre à la communauté enseignante est programme informatique rédigée en Terrapin Logo permettant à l’usager de tracer rapidement et efficacement des fractales en 2 dimensions engendrées à partir d’un polygone régulier dont le nombre de côtés, la mesure de ces côtés ainsi que le rapport de similitude entre les figures de deux niveaux successifs seront déterminé par l’usager. L’usager a également le contrôle sur le nombre d’itérations ou sur ce que l’on peut appeler, le « niveau » de la fractale.

Ce programme informatique (combiné à un chiffrier Excel préparé par nos soins) permet l’analyse du périmètre et de l’aire de la fractale générée. Nul besoin est d’exporter les valeurs rendues par Logo dans notre chiffrier puisque toutes les formules sont déjà implantées dans Excel. L’usager n’a qu’à entrer dans les cellules indiquées les caractéristiques de la fractale en question et des graphiques illustrent automatiquement les comportements de l’aire et du périmètre.


Bref, nous sommes très fiers du fruit de nos recherches et du fonctionnement général du projet. Voici donc le détail du fonctionnement de notre programme ainsi que l’explication (mathématique et informatique) des résultats auxquels nous sommes parvenus.

De quoi sera constitué le manuel du concepteur?

Dans ce manuel du concepteur, le lecteur voyagera au cœur même du projet, soit à la source de sa conception.  Il pourra comprendre le langage de Terrapin Logo, par des pseudos-codes qui lui seront donnés en parallèle avec les codes de Logo.

En plus de la programmation, dans ce manuel, nous expliquerons le principe de récursivité qui est à la base de notre programmation, puis nous développerons l’aspect mathématique nous ayant permis de trouver l’aire et le périmètre de la fractale, peu importe son niveau.  De plus, avec cet aspect mathématique, nous verrons les répercussions de l’apprentissage des fractales, d’un point de vue didactique.

L’algorithme du programme

Le programme que nous avons monté dans Terrapin Logo peut se traduire en un algorithme.  Cet algorithme, présenté ci-dessous, montre chacune des étapes du fonctionnement de ce programme.  Ainsi, en entrant dans la machine qu’est cet algorithme, le lecteur pourra suivre tout le déroulement du programme, en faisant les pas que Terrapin Logo effectue lui-même pour rendre le produit final.  Bien entendu, les codes expliqués en détail, ainsi qu’une expérimentation du programmes permettront mieux saisir cet algorithme. 
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Le fonctionnement du programme


Le programme tel qu’il est écrit n’est pas très difficile à comprendre et n’est pas non plus très sophistiqué. Nous allons expliquer dans le détail l’essentiel du programme, et une attention particulière sera portée à la portion de celui-ci qui traite de la récursivité.


Nous allons insérer des commentaires en rouge accompagnant le code que nous présenterons par blocs. Nous traiterons chaque procédure individuellement, sauf pour les procédures niveaux et polybase qui fonctionnent l’une avec l’autre.


Cela dit, nous ne nous arrêterons pas au détail de la syntaxe qui doit être connue du lecteur de ce manuel.


Voici la première fonction qui est lancée au démarrage de notre programme. Elle s’exécute automatiquement car elle est appelée par l’éditeur.

TO BOUTONSDEPART





/Fonction qui crée le bouton début

ST


LOCAL "BOUTON





/Création d’une variable appelée BOUTTON


PD


MAKE "BOUTON NEW "BUTTON

/Affectation d’un objet BUTTON dans la variable BUTTON


PPROP :BOUTON "TEXT "DÉBUT

/On nomme le bouton


PPROP :BOUTON "POSITION [-360 -150]
/On place le bouton dans la feuille graphique


PPROP :BOUTON "SIZE [80 28]

/On décide des dimensions du bouton de démarrage


PPROP :BOUTON "VISIBLE TRUE

/On affiche ce bouton afin de le rendre visible


PPROP :BOUTON "RUN [MAKE "CLICS 0 FRACTAL :CLICS]
/Fonctions du bouton de démarrage

END


Cette procédure donc, est le point de départ du programme. Lorsque l’usager clique sur le bouton « Début », la valeur 0 est affectée à la variable clics et la procédure fractale est lancée avec comme argument la valeur de la variable clics.


Voici le fonctionnement de la procédure Fractal
TO FRACTAL :CLICS


SETFONT "TIMES 14 20

/En prévision de messages à afficher à l’écran


MAKE "ETAPE :CLICS

/Voir explications plus bas


IF :CLICS = 0

         [

LOCAL "BOUTON2

PD 

MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON


/Création du bouton de réinitialisation

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100]

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28] 

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE 

PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART] 
/Efface l’écran,  relance la première procédure

MAKE "NBCOTE READPROMPT "|Nombre de côtés du polygone initial ?|
   /Saisie du nombre de côtés

TEST.NBCOTE :NBCOTE 


/Voir la description de cette procédure  plus loin

MAKE "LONGUEUR READPROMPT "|Quelle sera la longueur d'un côté du polygone initial ?| TEST.LONGUEUR :LONGUEUR 

/Voir la description de cette procédure plus loin

MAKE "ALPHA READPROMPT "|Quel sera la valeur du rapport de similitude entre les polygones d'un niveau à l'autre ?| 

TEST.ALPHA :ALPHA 


/Voir la description de cette procédure plus loin

MAKE "ANGLE 360 / :NBCOTE 

/Calcul de l’angle extérieur du polygone

PU 

BK ((:LONGUEUR / 2) * TAN ((180 - :ANGLE) / 2))    /Recul de la mesure de l’apothème pour centrer le polygone

LT 90 

FD :LONGUEUR / 2 

RT :ANGLE 

/Positionnement de la tortue avant le début du tracé

PD 

NIVEAUX :NBCOTE :LONGUEUR :ANGLE :ETAPE :ALPHA /Appel de la procédure niveaux (voir explications de cette procédure)

EFFACERBOUTONS 

/Efface le bouton « début »

CREERAUTRESBOUTONS :CLICS
/Création des boutons « niveau » et « réinitialisation »

         ]


À chaque valeur entrée au clavier par l’utilisateur, notre programme effectue des tests sur ces valeurs pour bien s’assurer que l’usager entre bien des nombres positifs (et supérieur à 2 en ce qui concerne le nombre de côtés).


Le fameux rapport de similitude est fourni par l’usager dès le départ et ne peux qu’être modifié par une réinitialisation (à l’aide du bouton du même nom).


La procédure qui efface les boutons est appelée pour que l’utilisateur ne puisse plus cliquer sur « début » une fois le programme lancé. La procédure creerautresboutons est appelée.
IF :CLICS > 0

/un polygone régulier ou un fractal est déjà à l’écran

         [

CLEAN 

/efface le fractal ou polygone pour tracer le prochain niveau

PU 

BK ((:LONGUEUR / 2) * TAN ((180 - :ANGLE) / 2)) 
/Recule de la mesure de l’apothème

LT 90 

FD :LONGUEUR / 2 

RT :ANGLE 

PD 

NIVEAUX :NBCOTE :LONGUEUR :ANGLE :ETAPE :ALPHA /Appel de la procédure niveaux (voir explications de cette procédure)

CREERAUTRESBOUTONS :CLICS

         ]


Il est important de préciser que la procédure creerautresboutons prend la variable clics en argument car cette procédure est chargée de créer le bouton « niveau » qui permet de tracer le niveau supplémentaire de la fractale. Nous verrons plus loin que le bouton « niveau » augmente la variable clics de 1. C’est pour cette raison que la procédure creerautresboutons doit prendre la variable clics en argument.

PU


SETPOS [0 0]


PD


SETH 0


Repositionnement de la tortue au centre de la fenêtre graphique.

END

D’abord, on voit que la variable Clics prête sa valeur à une seconde variable appelée etape. Comme la valeur de cette dernière variable est appelée à changer en cours d’exécution du programme et que l’on doit malgré tout garder en mémoire le niveau de fractal auquel on est rendu (la valeur de clics) un transfert de cette valeur à une variable que l’on peut modifier est nécessaire.


Il est important de distinguer si la valeur de clics est nulle car c’est dans ce seul cas (au début de l’exécution du programme ou après réinitialisation) où l’usager aura à déterminer la longueur des côtés initiaux, le nombre de côtés du polygone initial ainsi que le rapport de similitude entre les côtés des figures de deux niveaux successifs.



Avant d’expliquer la procédure niveaux, voici les trois tests effectués lors des questions posées dans les boîtes d’entrée au lancement du bouton de départ. 


Premier test : Nombre de côtés du polygone de base

TO TEST.NBCOTE :NBCOTE                     
IF NOT NUMBER? :NBCOTE [HT PU SETPOS [-140 0]       /Voir les explications plus bas
PD TURTLETEXT [ENTREZ UN NOMBRE SVP ! ! !]

 PU SETPOS [0 0] PD 

EFFACERBOUTONS

 LOCAL "BOUTON2 PD 

MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON 

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER 

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100]

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28]

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE

PPROP :BOUTON2 "RUN 

[CS ST BOUTONSDEPART] TOPLEVEL]


Si ce qui est entré dans la boîte n’est pas un nombre, alors s’affiche le message : « Entrez un nombre svp ! »  Ce message sera affiché à partir de la position (-140,0) dans le plan. La suite de la procédure consiste à effacer les boutons afin de faire apparaître le bouton réinitialiser (bouton qui est expliqué plus bas)

IF :NBCOTE < 3 [HT PU SETPOS [-210 0]                             /Voir les explications plus bas
PD TURTLETEXT [ENTREZ UN NOMBRE SUPÉRIEUR À 3 SVP ! ! !] 

PU SETPOS [0 0] PD 

EFFACERBOUTONS LOCAL "BOUTON2 PD 

MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON 

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER 

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100]

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28] 

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE 

PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART] TOPLEVEL]

END

Si ce qui est entré dans la boîte est un nombre inférieur à trois, alors s’affiche le message : « Entrez un nombre supérieur à 3 svp ! ».  Ce message sera affiché à partir de la position (-210,0) dans le plan.  La raison de ce test est qu’on ne peut avoir un polygone avec un nombre de côtés inférieur à trois.  La suite de la procédure consiste à effacer les boutons afin de faire apparaître le bouton réinitialiser (bouton qui est expliqué plus bas)
Second test: La longueur d’un côté du polygone de base

TO TEST.LONGUEUR :LONGUEUR                                                                           /Voir explication plus bas
IF NOT NUMBER? :LONGUEUR [HT PU SETPOS [-140 0]            

PD TURTLETEXT [ENTREZ UN NOMBRE SVP ! ! !] 

PU EFFACERBOUTONS LOCAL "BOUTON2 

PD MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER 

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100] 

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28] 

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE 

PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART] 

TOPLEVEL SETPOS [0 0] PD TOPLEVEL]

END 


Si ce qui est entré dans la boîte n’est pas un nombre, alors s’affiche le message : « Entrez un nombre svp ! »  Ce message sera affiché à partir de la position (-140,0) dans le plan. La suite de la procédure consiste à effacer les boutons afin de faire apparaître le bouton réinitialiser (bouton qui est expliqué plus bas)


Troisième test : Alpha (le rapport de similitude entre les polygones, d’un niveau à l’autre)

TO TEST.ALPHA :ALPHA                                                                                           /Voir explication plus bas
IF NOT NUMBER? :ALPHA [HT PU SETPOS [-140 0]

PD TURTLETEXT [ENTREZ UN NOMBRE SVP ! ! !] 

PU EFFACERBOUTONS 

LOCAL "BOUTON2 

PD MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON 

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER 

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100] 

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28] 

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE 

PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART] 

TOPLEVEL SETPOS [0 0] PD TOPLEVEL]


Si ce qui est entré dans la boîte n’est pas un nombre, alors s’affiche le message : « Entrez un nombre svp ! »  Ce message sera affiché à partir de la position (-140,0) dans le plan. La suite de la procédure consiste à effacer les boutons afin de faire apparaître le bouton réinitialiser (bouton qui est expliqué plus bas)
IF :ALPHA < 1 [HT PU SETPOS [-210 0]                                                                  /Voir explication plus bas
PD TURTLETEXT [ENTREZ UN NOMBRE SUPÉRIEUR OU ÉGAL À 1 SVP ! ! !]

PU EFFACERBOUTONS LOCAL "BOUTON2 

PD MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON 

PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER 

PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100] 

PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28] 

PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE 

PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART] 

TOPLEVEL SETPOS [0 0] PD TOPLEVEL]

END

Si ce qui est entré dans la boîte est un nombre inférieur à un, alors s’affiche le message : « Entrez un nombre supérieur ou égal à 1 svp ! ».  Ce message sera affiché à partir de la position (-210,0) dans le plan.  La raison de ce test est que notre fractale se génère d’un niveau à l’autre avec toujours des figures plus petites ou égales que les précédentes.  Si le alpha avait été inférieur à un, alors le rapport : 1/alpha aurait été supérieur à un, ce qui n’aurait pas correspondu à la fractale que nous voulions construire.

 La suite de la procédure consiste à effacer les boutons afin de faire apparaître le bouton réinitialiser (bouton qui est expliqué plus bas)

C’est la procédure niveaux qui est chargée de tracer les polygones et est donc appelée dans les deux cas.


La procédure niveaux va se charger aussi d’imprimer le périmètre et l’aire de la fractale (l’aire pour un alpha égalant trois), au niveau où elle est rendue.  Voici cette procédure :

TO NIVEAUX :NBCOTE :LONGUEUR :ANGLE :ETAPE :ALPHA


REPEAT :NBCOTE [POLYBASE :NBCOTE :LONGUEUR :ANGLE :ETAPE :ALPHA RT :ANGLE] 
      /la procédure polybase est 

expliquée plus bas, c’est le cœur de la récursivité.

                      Nous répétons la procédure polybase pour chacun 

des côtés du polygone.

MAKE "PERIMETRE (:NBCOTE * :LONGUEUR) * ((:NBCOTE - 2) * (1 / :ALPHA) + 1) ^ (:ETAPE)  /Calculs plus bas

PR [LE PERIMETRE EST DE] PR :PERIMETRE                                                              /impression du périmètre

MAKE "AIREPOLY (:NBCOTE * ((:LONGUEUR * (:LONGUEUR / 2) * TAN ((180 - :ANGLE) / 2)) / 2)) /Aire d’un polygone

IF :NBCOTE != 8 [MAKE "AIRETOTALE (:AIREPOLY + (((:NBCOTE * (((:NBCOTE + 1) / 9) - (((:NBCOTE + 1) / 9 ^ (:ETAPE + 1)))) / ((:NBCOTE + 1) * (1 - ((:NBCOTE + 1) / 9)))) * :AIREPOLY))]                                                   /Aire si le polygone n’est pas un octogone …calculs plus bas

IF :NBCOTE = 8 [MAKE "AIRETOTALE (:AIREPOLY + (:ETAPE * 8 * :AIREPOLY / 9))]                /Aire si le polygone est un octogone…calculs plus bas


PR [L'AIRE EST DE] PR :AIRETOTALE                                                                                                /Impression de l’aire
END
Avant d’expliquer ce qui en est du processus récursif, voici les procédures qui servent à créer et effacer les boutons.

TO CREERAUTRESBOUTONS :CLICS


EFFACERBOUTONS



/Voir la description plus bas


LOCAL "BOUTON1


PD


MAKE "BOUTON1 NEW "BUTTON


PPROP :BOUTON1 "TEXT "NIVEAU


PPROP :BOUTON1 "POSITION [-360 -150]                                                        /Position du bouton selon des coordonnées cartésiennes

PPROP :BOUTON1 "SIZE [80 28]


PPROP :BOUTON1 "VISIBLE TRUE


PPROP :BOUTON1 "RUN [MAKE "CLICS :CLICS + 1 FRACTAL :CLICS]


Le bouton niveau qui vient d’être créé est celui sur lequel clique l’usager lorsqu’il désire tracer la fractale de niveau supplémentaire. Ce bouton est créé de la même manière que les autres boutons mais sa fonction est particulière : il augmente la valeur de la variable clics de 1 et relance la procédure Fractal.


LOCAL "BOUTON2


PD


MAKE "BOUTON2 NEW "BUTTON


PPROP :BOUTON2 "TEXT "REINITIALISER


PPROP :BOUTON2 "POSITION [-360 -100]


PPROP :BOUTON2 "SIZE [100 28]


PPROP :BOUTON2 "VISIBLE TRUE


PPROP :BOUTON2 "RUN [CS ST BOUTONSDEPART]

END


Ce dernier bouton est celui sur lequel clique l’usager qui désire recommencer l’exécution du programme à partir du tout début. L’écran s’efface et la procédure boutonsdepart est lancée pour faire apparaître le bouton « début » à nouveau.


Voici maintenant la procédure qui est chargée d’effacer les boutons lorsque demandé.

TO EFFACERBOUTONS


LOCAL "BOUTONS



/Création de la variable buttons

MAKE "BOUTONS EVERY "BUTTON

/Tous les boutons sont alors placés dans cette liste

WHILE [NOT EMPTY? :BOUTONS] 

         [

(ERASE (FIRST :BOUTONS))

MAKE "BOUTONS BF :BOUTONS

         ]


Cette dernière étape de la  procédure sert à vider la liste en question. Le principe est simple : le premier bouton est effacé de la liste qui est redéfinie sans son premier élément.

END

Et voici la procédure permettant de recommencer l’exécution du programme, grâce au bouton de réinitialisation :

TO REINITIALISATION


CS         /Cacher l’écran
         ST               /Montrer la tortue.  Dans notre programme nous avons choisi de montrer la tortue pour des raisons didactiques.  Nous pouvons aussi faire HT pour demander de la cacher, afin d’aller plus rapidement d’un niveau de fractale à un autre. 


EFFACERBOUTONS                                  /Efface tous les boutons

BOUTONSDEPART                                   /Affiche le bouton de départ
END


La récursivité dans Terrapin Logo 

Si nous avions à définir la récursivité en trois mots, nous dirions qu’elle est un acte de foi.  En effet, la logique de la récursivité est très simple, mais la façon de l’implanter dans un programme n’est pas intuitive.  La récursivité, pour la définir plus clairement, est une procédure qui fait appel à elle-même pour s’exécuter.  Brian Harvey, dans son livre intitulé Computer Science Logo Style 2/e, explique comment fonctionne la récursivité en utilisant la métaphore des petits lutins.  

Brian Harvey explique :

« Imaginons que l’ordinateur est rempli de petits lutins et que chaque petit lutin est spécialiste d’une procédure.  Il y a le lutin qui s’occupe d’afficher des mots sur l’écran, le lutin qui s’occupe d’arrêter la procédure, le lutin qui s’occupe de compter le nombre de fois que la procédure se répète, etc.  

Chacun des lutin a un certain nombre de poches, permettant d’y conserver certaines fonctions au cas où il faille l’intervention d’un autre lutin avant de faire apparaître ces fonctions. »

Prenons cet exemple :

To TriangleRec :L
if :L < 3 [stop]
repeat 3 [TriangleRec :L/2 Fd :L Rt 120]
end


Nous avons ici un exemple de récursivité puisque la procédure TriangleRec s’appelle elle-même à l’intérieur de sa propre procédure.   Attardons-nous sur la façon dont les lutins ci-dessous auraient fonctionné.
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L’usager, dans la fenêtre d’éditeur inscrit :

TriangleRec 100

Il veut que la longueur du segment initial (:L) vaille 100 initialement.

Dans la fenêtre d’affichage, nous voyons alors apparaître, un triangle très semblable à celui présenté ci-dessous, à la différence près de son orientation.
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Nous nous attarderons sur l’œuvre de six lutins que nous appellerons : Joe, Jack, Gérard, Martin, Christophe et François.  

Alors le lutin Joe se lance.  Pour lui, la longueur est 100.  Il regarde la première fonction qui dit : si la longueur est plus petite que 3, alors STOP.  Étant donné que sa longueur est 100, il continue.  

 Il y a un lutin inconnu qui se charge de répéter trois fois, la procédure que nous allons analyser.  Nous allons nous attarder sur cette procédure, mais répétée qu’une seule fois afin de ne pas alourdir l’explication.  

Cette procédure dit : lance triangleRec mais avec la longueur divisée par deux : alors Joe fait un triangle ayant trois côtés de 50 unités, avance d’une longueur de 100 et se met en place pour la deuxième répétition.  À ce stade, rien n’apparaît à l’écran.  Mais nous retenons en mémoire la procédure du lutin Joe.  Le lutin Jack se met à l’œuvre.  La longueur de Jack est de 50.  Il fait donc un triangle ayant trois côtés de 25 unités, avance d’une longueur de 50 et se met en place pour la deuxième répétition.  Encore là, nous retenons la procédure du lutin Jack, sans la faire apparaître à l’écran.  Puis c’est au tour de Gérard.  Gérard a une longueur de 25.  Il fait un triangle ayant trois côtés de 12.5 unités, avance d’une longueur de 25 et se met en place pour la deuxième répétition.  

Ensuite, Martin prend la flamme.  Il a une longueur de 12.5 unités.  Il fait un triangle ayant trois côtés d’une longueur de 6.125 et se met en place pour la deuxième répétition.  Il n’y a encore aucune image affichée, chacun des lutins garde dans sa poche la procédure qu’il doit effectuer.  C’est au tour de Christophe.  Christophe a une longueur de 6.125 unités.  Il fait un triangle ayant trois côtés d’une longueur 3.0625 unités.  Puis avance d’une longueur de 6.125 et se met en place pour la deuxième répétition.  Finalement, François entre en jeu.  François a une longueur de 3.06 unités.  Pour faire le triangle d’une longueur 3.06/2, la longueur doit demeurer supérieure à trois.  Étant donné qu’elle est inférieure à trois, alors tout s’arrête.  Une fois que tout est arrêté, alors chacun des lutins affiche sa procédure.  Ils y vont  du dernier, au premier.   


Nous nous sommes basés sur la récursivité  pour faire la fractale.  Dans notre cas, la figure récursive, celle qui est rappelée, n’est pas un triangle mais un « segment brisé » qui changera de forme dépendamment du polygone de base choisi et dépendamment du rapport choisi entre la figure d’un niveau à l’autre.  
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Voici un exemple de « segment brisé », dans le cas où le polygone de base est un carré.

Interrogeons –nous sur ce qui sera variant dans le programme utilisant la récursivité pour la fractale, dans notre cas.    Ce qui variera, sera : dépendamment du polygone choisi, le nombre de côtés du polygone de base ainsi que l’angle intérieur.  Ce qui variera aussi sera la longueur d’un côté, l’étape à laquelle la fractale sera rendue, ainsi que alpha.  Alpha est le rapport de variation entre un niveau de fractale et le suivant.  Ainsi, si alpha vaut trois, alors la mesure du côté de la fractale sera trois fois plus grande que la mesure du côté du niveau suivant qui, elle-même sera trois fois plus grande que la mesure du côté du niveau suivant, etc.  

En nous basant sur l’histoire des lutins, écrivons le pseudo-code que nous devrions avoir :
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CODE TRADUIT EN TERRAPIN LOGO
POLYBASE                                    :NBCOTE :LONGUEUR :ANGLE :ETAPE :ALPHA

IF :ETAPE = 0 [FD :LONGUEUR / 3 STOP]

POLYBASE :NBCOTE ((:LONGUEUR - :LONGUEUR / :ALPHA) / 2) :ANGLE (ETAPE - 1) :ALPHA

LT 180 - :ANGLE

REPEAT (:NBCOTE - 2) [POLYBASE :NBCOTE (:LONGUEUR / :ALPHA) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA RT :ANGLE]

POLYBASE :NBCOTE (:LONGUEUR / :ALPHA) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA

LT 180 - :ANGLE

POLYBASE :NBCOTE ((:LONGUEUR - :LONGUEUR / :ALPHA) / 2) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA

Les trois parties récursives de ce code : 
Ce code se divise en trois blocs : Le premier bloc et le dernier bloc correspondant aux extrémités de notre segment brisé, le deuxième bloc correspondant au polygone situé au milieu du segment brisé.

Le premier et le dernier bloc sont codés de la même façon soit : 

POLYBASE :NBCOTE ((:LONGUEUR - :LONGUEUR / :ALPHA) / 2) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA
La longueur devient : (longueur - longueur/alpha)/2.  La raison est simple, nous désirons un polygone de mesure de côté valant : longueur/alpha, placé au milieu du segment brisé.

Ainsi, si la longueur de notre segment vaut la variable  longueur, alors nous retranchons à cette longueur celle que nous avons pris pour y placer le polygone,  et nous divisons le tout par deux pour pouvoir deux extrémités de même mesure.

Le bloc du milieu doit tenir du changement de direction de la tortue :

LT 180 - :ANGLE

REPEAT (:NBCOTE - 2) [POLYBASE :NBCOTE (:LONGUEUR / :ALPHA) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA RT :ANGLE]

POLYBASE :NBCOTE (:LONGUEUR / :ALPHA) :ANGLE (:ETAPE - 1) :ALPHA

LT 180 - :ANGLE 

D’abord, la tortue doit tourner à gauche de l’angle valant 180- :angle .  Une fois qu’elle est bien placée, alors nous lançons la procédure Polybase où nous tournons à droite de la variable angle.  Cette procédure sera répétée (le nombre de côtés du polygone –2)fois.  Le –2 vient du fait que :

a) nous avons un côté de moins (celui de la base que nous avons décidé d’enlever) 

b) Après le dernier côté du polygone, quel que soit le polygone, nous devons tourner à gauche pour tracer la dernière extrémité du segment brisé. Voilà pourquoi la procédure Polybase est relancée après la répétition, mais avec la tortue tournant à gauche cette fois-ci.

À ce moment, la tortue est bien placée pour tracer la dernière extrémité du segment brisé.

Cette procédure récursive Polybase, sera répétée pour chacun des côtés du polygone de base qu’aura choisi l’utilisateur.  La répétition se trouve dans la procédure Niveaux qui est décrite plus haut.  

Le calcul du périmètre d’une fractale

Avant de calculer le périmètre (ou du moins, la distance totale parcourue par la tortue) d’un fractal à n côtés, nous avons étudié le périmètre d’un fractal à 3 côtés, puis à 4 côtés. Il fut par la suite très facile de généraliser le raisonnement.

Voyons d’abord les longueurs totales des « côtés » à différents niveaux d’un triangle. 

Soit le côté de niveau 0, d’une longueur L.
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La mesure de ce côté au niveau suivant sera cette fois de longueur L + Lk     (
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Ou encore : L(1 + k), ce qui se conçoit bien lorsque l’on observe la figure suivante :
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Comme la longueur de ce côté mesure L(1 + k) et que ce même côté est forme des nouvelles longueurs l1, l2, l3 et l4, nous avons :

L(1 + k) = l1 + l2 + l3 + l4
[image: image39.wmf][
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Au second niveau, nous que la nouvelle mesure de segment l1 est l1 + kl1 ou   l1 (1 + k)   et ainsi de suite pour les autres segments. Nous pouvons voir :
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La longueur totale de ce segment est donc :

    l1(1 + k) + l2(1 + k) + l3(1 + k) + l4(1 + k)
= (l1 + l2 + l3 + l4) 
[image: image4.wmf]·

(1 +  k)

= L(1 +  k) 
[image: image5.wmf]·

(1 +  k)
car (l1 + l2 + l3 + l4) = L(1  +  k)

= L(1 +  k)2
Évidemment, ce processus se répète à l’infini et toujours de la même façon. Nous avons donc que la longueur de ce côté au niveau n est donné par l’expression : L(1+ k)n.

En multipliant cette valeur par le nombre de côtés du polygone initial (3), on obtient le périmètre de ce fractal au niveau désiré.

Avant de généraliser, nous avons exploré de la même façon un fractal engendré à partir d’une carré.

Soit le côté de niveau 0, de longueur L.
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La mesure de ce côté au niveau suivant sera cette fois de longueur L + 2Lk     (
[image: image6.wmf]a
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)

Ou encore : L(1 + 2k). ce qui se conçoit bien lorsque l’on observe la figure suivante :
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Comme la longueur de ce côté mesure L(1 + 2k) et que ce même côté forme des nouvelles longueurs l1, l2, l3, l4 et l5 nous avons :

L(1 + 2k) = l1 + l2 + l3 + l4 + l5
Observons que le 2, facteur de k, correspond au nombre de côtés – 2 du polygone initial. Nous croyons que cela se conçoit relativement bien, en observant les figures présentées jusqu’à présent.

 Au second niveau, nous avons que la nouvelle mesure de segment l1 est l1 + 2kl1 ou   l1 (1 + 2k)   et ainsi de suite pour les autres segments. Nous pouvons voir :
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La longueur totale de ce segment est donc de :

    l1 + 2kl1 + l2 + 2kl2 + l3 + 2kl3 + l4 + 2kl4 + l5 + 2kl5
= (l1 + l2 + l3 + l4 + l5) + 2kl1 + 2kl2 + 2kl3 + 2kl4 + 2kl5
= L(1 +  2k) + 2k(l1 + l2 + l3 + l4 + l5)

= L(1 +  2k) + 2k(L(1 +  2k))

= L(1 +  2k) +  2kL(1 +  2k)

= (2kL + L) ● (1 +  2k)

= L(2k + 1) ●(1 +  2k)

= L(2k + 1)2
Évidemment, ce processus se répète à l’infini et toujours de la même façon. Nous avons donc que la longueur de ce côté au niveau n est donné par l’expression : L(1+ 2k)n.

En multipliant cette valeur par le nombre de côtés du polygone initial (4), on obtient le périmètre de ce fractal au niveau désiré.

Nous croyons maintenant pouvoir généraliser de façon assez naturelle. Le périmètre d’une fractale de niveau n, de longueur de côté initial L et de nombre de côtés du polygone de base c, est donné par la règle suivante :
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P = c*L  [(c - 2)k  + 1]n

Simplement en regardant la formule obtenue, il est possible d’anticiper la variation de l’aire lorsque le nombre d’itérations tend vers l’infini. Effectivement, le périmètre tend vers l’infini ou autrement dit : n’est pas borné.
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Ce qui nous démontre que le périmètre n’est pas borné pour toute fractale engendrée par notre programme.

Le calcul de l’aire d’une fractale


Avant toue chose, nous devons informer le lecteur que les calculs qui suivent sont limités à un rapport alpha de trois. Nous n’avons été capables de généraliser pour toute valeur d’alpha.


Analysons d’abord comment trouver l’aire du triangle de Koch lorsque le nombre d’itérations tend vers l’infini. Appelons S la somme des aires qui constituent notre fractale.
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Donc, si on remplace l'aire du triangle par 1, (pour alléger la formule), nous avons:
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Nous avons donc:
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Nous pouvons aussi exprimer S, ainsi:
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Multiplions S par un facteur 4
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Nous avons donc:
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Posons :

Alors,
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Multiplions par t de chaque côté de l'égalité:
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Effectuons 4S-4St:

Si nous exprimons cette formule avec l'aire du triangle, nous obtenons:

Il ne reste qu'à adapter cette formule pour l'aire de tout polygone régulier.

Nous constatons que c'est uniquement le chiffre 4 qui devra changer d'un polygone à l'autre.  Le chiffre 4, que représente-t-il ? Il représente le nombre de triangles qui apparaissent par segment, selon chaque niveau de fractale.

Pour un carré, nous en aurions 5, pour un hexagone, nous en aurions 7 et ainsi de suite.  Donc, il y aura à chaque fois, le nombre de  côtés + 1 

Nous devrons aussi changer le chiffre 3, qui représente le nombre de côtés du polygone.

Si je généralise la formule, j'obtiens:



En portant un regard attentif sur cette formule, nous constatons sans trop de difficulté qu’un problème se pose dans le cas de l’octogone qui annule le dénominateur. Nous pouvons éventuellement nous attendre à un changement de comportement de l’aire de ce type de fractales à partir d’un nombre de côtés de 8.


À ce sujet, nous analyserons 3 cas

a) Lorsque le nombre de côtés est supérieur à 3 mais inférieur à 8

b) L’octogone

c) Lorsque le nombre de côtés est supérieur à 8.

a) Lorsque le nombre de côtés est supérieur à 3 mais inférieur à 8

Pour alléger notre analyse, ne regardons que la fraction centrale de la formule de l’aire et appelons c le nombre de côtés. Observons le comportement de cette section de la formule lorsque le niveau tend vers l’infini.


[image: image12.wmf](

)

(

)

(

)

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

+

+

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

+

+

¥

®

9

1

1

1

9

1

9

1

lim

1

c

c

c

c

c

n

n


    posons k =



=

=
[image: image13.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

+

+

¥

®

¥

®

9

1

lim

lim

1

9

1

*

c

n

n

n

c

k


=
[image: image14.wmf](

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

+

¥

9

1

    

9

1

*

c

c

k




=
[image: image15.wmf][

]

0

9

1

*

-

+

c

k



On voit donc que la partie centrale de l’équation donnant l’aire tend vers un nombre lorsque le niveau de la fractale tend vers l’infini. De façon générale, l’aire d’une fractale dont le nombre de côtés est supérieur à 3 mais inférieur à 8 tend vers :
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b) L’octogone


Comme la formule trouvé plus haut ne tient pas pour l’octogone, il a fallu en développer une autre spécialement cette figure. Le programme que nous avons créé fait un test sur le nombre de côtés dans la procédure niveaux et emploie une des deux formule selon la valeur de la variable :nb coté.
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Comme nous pouvons le constater, cette formule représente une droite dont l’ordonnée à l’origine est l’ aire de l’octogone de base et le taux de variation est de (8/9*l’aire de l’octogone de base).  L’aire de la fractale cesse donc d’être bornée pour l’octogone et varie de façon linéaire. 

c) Lorsque le nombre de côtés est supérieur à 8


Observons comment se comporte l’aire d’une fractale dont le nombre de côtés est supérieur à 8. L’idée derrière le travail qui nous attend est exactement la même que pour le cas développé en a), raison pour laquelle nous ne reprendrons pas depuis le début, mais simplement à partir de l’étape suivante :
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Comme 
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est un nombre supérieur à 1, nous avons donc


[image: image23.wmf][

]

-¥

+

=

9

1

*

  

c

k



[image: image24.wmf])

(

*

  

-¥

=

k


Mais comme k est un nombre négatif lorsque le nombre de côtés est supérieur à 1, nous avons :
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L’aire donnée par la formule générale (pour tous les cas excluant l’octogone) devient infinie lorsque le niveau tend vers l’infini :
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Le logiciel Excel


Nous nous sommes servis d’Excel afin de pouvoir montrer la variation du périmètre ainsi que de l’aire selon les différents niveaux de fractale.  

Dans Excel, nous avons utilisé deux feuilles de calcul.  La première feuille sert à entrer les données ainsi qu’à montrer la variation du périmètre, la deuxième feuille sert à montrer la variation de l’aire.  

Dans la première feuille Excel, nous avons trois cellules sur lesquelles nous nous basons, ainsi qu’une quatrième cellule cachée, contenant la formule de l’aire d’un polygone.  Cette quatrième cellule est cachée afin de ne pas être modifiée et aussi parce qu’elle n’est utile que pour alléger les formules.  

Dans les trois premières cellules, ce sont les utilisateurs qui entrent les nombres correspondants à ce qui est demandé :

Cellule B 1 : Nombre de côtés

Cellule B 2 : Mesure d’un côté

Cellule B 3 : Rapport alpha.

La quatrième cellule, se situant à B6, se sert des cellules B1, B2 et E6 (E6 est aussi une cellule cachée, contenant la formule de la tangente de l’angle, angle converti en radians, parce que Excel ne fonctionne qu’avec des radians).  


La formule de l’aire du polygone est : =($B$1*(($B$2*($B$2/2)*($E$6)/2)))

Traduction : (Nombre de côtés*((Mesure d’un côté*(Mesure d’un côté/2)*(tangente de l’angle)/ 2)))= Aire du polygone.

Les signes $ placés avant la lettre et avant le nombre permettent de dire que cette lettre de cellule et ce nombre de cellule sont fixés.  Ainsi, peu importe ou je me place avec cette formule,  la cellule sera toujours la même à être utilisée.

Sur cette première feuille de calcul, nous retrouvons aussi une table de valeurs reliée à un graphique.  Dans cette table de valeurs, nous avons deux grandeurs : l’étape et le périmètre.


Grâce à la formule que nous avons entrée dans la première cellule du périmètre,cellule B10, nous pouvons prévoir pour chaque étape, quel sera le périmètre :

=($B$1 * $B$2) * (($B$1 - 2) * (1 / $B$3) + 1) ^ (A10)

Traduction : (Nombre de côtés *Mesure d’un côté) * ((Nombre de côtés –2)*(1/rapport alpha)+ 1)^étape de la fractale.


Nous constatons que toutes les cellules sont barrées sauf la A10.  En effet, lorsque nous défilerons cette formule, alors le A10 deviendra A11, et ainsi de suite.

Ce qui est situé dans la cellule A10, est le nombre 0, pour le niveau 0 de fractale.  Dans la cellule A11, nous avons le nombre 1, puis dans A12, le nombre 2, jusqu’à A32 où nous avons le nombre 22.  

Ainsi, par cette logique, l’exposant de la formule du périmètre dans la cellule B10, vaut 0, dans la cellule B11, il vaut 1…jusqu’à la cellule B32 où l’exposant vaut 22.  Voilà pourquoi, à chaque étape, nous avons le périmètre associé.


Le graphique a été construit à partir de ces données, avec l’assistant graphique.


Sur la deuxième feuille de calcul, nous retrouvons une table de valeur reliée à un graphique.  Cette fois-ci, les deux grandeurs que nous regardons sont : le nombre de clics (qui équivaut à l’étape) et l’aire.


Comme expliqué plus haut, nous devions entrer deux formule pour le calcul de l’aire : la formule pour un octogone comme figure de base et celle pour tout autre polygone comme figure de base.

Voilà la formule de l’aire :

=SI(Périmètre!$B$1=8;(Périmètre!$B$6 + (A2 * 8 * Périmètre!$B$6 / 9));(Périmètre!$B$6 + (((Périmètre!$B$1 * (((Périmètre!$B$1 + 1) / 9) - (((Périmètre!$B$1 + 1) / 9) ^ (A2 + 1)))) / ((Périmètre!$B$1 + 1) * (1 - ((Périmètre!$B$1 + 1) / 9)))) * Périmètre!$B$6)))

Traduction : Nous avons ici une conditionnelle : Si, le nombre de côtés est 8 (le mot périmètre est le nom donné à la première feuille de calcul et nous faisons référence à la cellule B1, de la feuille périmètre, d’où la syntaxe : Périmètre !$B$1), alors la formule sera celle de l’aire d’un octogone comme figure de base, sinon elle sera celle de l’aire de tout autre polygone comme figure de base.  

Syntaxe : SI(Condition, condition si vrai, condition si faux).

Nous ne traduirons pas ici les formules écrites pour l’aire parce qu’elles suivent la même logique que pour le périmètre et parce qu’elles sont décrite dans les calculs d’aire.  Les cellules font référence aux calculs mentionnés plus haut.  La seule cellule non expliquée est A 2, elle correspond à 0 clic.  A2 n’est pas verrouillée, de sorte que lorsqu’on défile la formule, alors nous avons la valeur de A3 dans la cellule B3, de A4 dans la cellule B4, etc.

Encore là, le graphique est relié à la table de valeur grâce à l’assistant graphique.

Le point de vue didactique


Ce programme s’adressant à des étudiants universitaires et de CEGEP, ainsi qu’à des enseignants, permet d’explorer l’infini. 

 Ce programme très visuel, s’appuie sur des images pour montrer des nombres tellement grands qu’ils sont difficilement imaginables.    De plus, il y a un lien avec des graphiques, l’étudiant peut donc regarder la façon dont varient deux grandeurs et s’interroger sur la covariation existante.  

Nous n’avons trouvé que la formule pour une aire avec un alpha égalant trois.  Nous laissons donc le champ libre à la recherche de la formule de l’aire pour tout alpha. Avec cette nouvelle formule d’aire de nouvelles observations auront lieu : Nous savons que nous n’observerons pas le même phénomène qu’on retrouve lorsque la figure de base est un octogone.  Nous pourrons même faire un lien entre le alpha et le polygone de base qui donnera une variation linéaire lors de l’aire.

Une autre ouverture à la recherche est le calcul de l’aire et du périmètre en tenant compte des superpositions.  Si nous ne comptons pas deux fois deux figures superposées, mais seulement une seule fois, que va-t-il arriver ?


Didactiquement, nous pouvons nous pencher sur le phénomène récursif qui est une boucle pouvant s’itérer à l’infini lorsqu’il n’y a pas de conditions d’arrêt.  Encore une fois, par la récursivité (l’acte de foi), nous frôlons l’infini grâce à ce programme.  

Bref, le programme sur les fractales est une base laissant place à différents champs de recherches tout en étant accessible à un  grand nombre de personnes étant intéressées à pousser plus loin.  

Références :

M. Boileau professeur du cours Exploration  mathématique à l’aide de l’informatique

http://tecfa.unige.ch/tecfa/publicat/mendel-papers/logo1.html  : Site Internet permettant de comprendre la récursivité.

http://www-mitpress.mit.edu/catalog/item/default.asp?ttype=2&tid=3987 : Site contenant les trois premiers volumes de Brian Harvey, Computer Science Logo Style 2/e - 3 vol. set,  livre permettant de programmer dans Logo.

http://www.cs.berkeley.edu/~bh/pdf/v1ch09.pdf  : adresse précise traitant de récursivité dans le volume 1 de Brian Harvey.

http://www.math.uqam.ca/_boileau/Fichiers/Logo2/FiguresRecursives.html : Site de M. Boileau avec certains exemples de récursivité.

� EMBED PBrush  ���





l2





l3





� EMBED PBrush  ���





lk





l4





l1





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





kl3





kl2





kl4





kl1





� EMBED PBrush  ���





l3





� EMBED PBrush  ���





l4





l2





l1





l5





lk





kl4





� EMBED PBrush  ���





kl3





kl2





kl5





kl1





PSEUDO-CODE


Nom du programme: Polybase	Nom des variables : nbcote, longueur, angle, etape, alpha 





Si etape =  0 Alors avance de longueur/3 et arrête-toi.





Lance Polybase avec les variables de la sorte :


nbcote reste tel quel


longueur devient : (longueur-longueur/alpha)/2


angle reste tel quel


etape devient etape-1


alpha reste tel quel





Tourne de 180-angle





Répète (nbcote –2) fois : {Polybase avec ces variables : nbcote, longueur/alpha, angle, (etape-1), alpha.  


			     Tourne à droite de angle.}





Lance Polybase avec ces variables : nbcote, longueur/alpha, angle, (etape-1), alpha.  


			                       Tourne à gauche de 180 – angle.





Lance Polybase avec ces variables : nbcote, (longueur-longueur/alpha)/2, angle, (etape-1), alpha.  
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Réussite





Clics ( 0





Clics = 0





Échec





Réinitialisation de la fenêtre graphique





Repositionnement de la tortue





Calcul du périmètre et de l’aire à l’aide de la procédure niveaux





Création des boutons de contrôle





Tracé de la fractale à l’aide des procédures niveaux et polybase





Tracé du polygone de base centré à l’aide des procédures niveaux et polybases





Tests sur les données





Saisie des données





Initialisation des boutons





Test sur le nombre de clics





Lancement de Fractal





Clic de souris
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