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Le triangle de Sierpinski est un fractal (une coube fractale?) qui me semble très fascinant. Le projet que j’aimerais faire sur le sujet se diviserait en trois points. Premièrement, je voudrais créer un programme qui arriverait à créer un triangle de Sierpinski par une méthode très surprenante : les IFS. C’est une méthode qui part d’un phénomène aléatoire mais qui donne toujours la même chose (un paradoxe?!), soit le triangle de Sierpinski. Pour cela, je devrai redécouvrir le langage de programmation de Terrapin LOGO et de sûrement allé plus loin que ce j’ai déjà, surtout en ce qui concerne l’aspect de la récursivité. J’aimerais faire un programme qui permet à l’utilisateur de choisir la mesure du côté d’un triangle que l’on veut obtenir, de placer le point initial (à partir duquel le tapis vas commencer à se tracer) et de choisir le nombre d’itération voulue afin d’obtenir différent niveau de clarté au niveau de la représentation du triangle de Sierpinski.

Ensuite, si l’idée est raisonnable (car je suis seul pour faire ce projet), j’aimerais aussi concevoir un programme me permettant de construire le triangle de Sierpenski par la méthode ??? (L-system?). C'est la méthode qui va comme suit : « on enlève le triangle équilatéral dont les sommets dont les milieux de chacun des côtés du triangle de base et ainsi de suite pour chaque triangle plein de taille inférieur1 ». Je pense que lors du colloque, il sera intéressant de montrer chacune des méthodes qui permettent d’obtenir le triangle de Sierpinski et je pense aussi que la méthode par les IFS en serra d’autant plus étonnante. 

Finalement, j’aimerais aussi en profiter pour découvrir (et faire découvrir à d’autres par l’entremise du colloque) ce qui se fait de façon plus général en ce qui concerne les fractales. Par exemple, les diverses sortes de courbes fractales, les méthodes utiliser pour les générer, les fractales en 3D, l’ensemble de Mandelbrot et de Julia, l’idée du fractionnement à l’infini…

1.  http://ifrance.com/nobug/nobug1/article1/fract1/fractp14.htm

Semaine 24 janvier au 30 janvier

Avant de commencer la programmation qui permettra de générer le triangle de Sierpinski, j’ai commencer par essayé de comprendre comment et les outils mathématiques qui me seront nécessaires afin d’y parvenir. Je pense par ailleurs que je devrai travailler à l’aide du plan cartésien afin de faire apparaître les points voulus et utiliser la motion de point milieu.

1. Comment trouver les coordonnées des sommets du triangle selon la mesure de côté du triangle de Sierpinski?

Plaçons le centre de gravité de mon futur triangle (équilatéral) de Sierpinski à l’origine du plan Cartésien. Si la mesure d’un côté est de « x » unité, il sera alors possible de découvrir les coordonnées des trois sommets en utilisant certaines propriétés des triangles et la trigonométrie. 

N.B. Les calculs et dessins sont sur une feuille à part…

2. Le point aléatoire doit-il être situé à « l’intérieur » des trois points ou cela n’a qu’une conséquence minime sur le tracé du triangle de Sierpinski lorsque le nombre d’itération est suffisamment grand?
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 Je pense que la deuxième hypothèse est vrai car le point va inévitablement se retrouver à l’intérieur à un moment donné. À partir de ce moment, il ne pourra plus en ressortir et le traçage comme telle du triangle de Sierpinski pourra commencer. Je pense d’ailleurs que le méthode par IFS risque de placer quelques points qui seront peut être aux mauvais endroits, mais que ces points seront d’un poids insignifiant comparativement au milliers d’autres points.

3. Comment trouver le point milieu entre deux points dans le plan cartésien?

Il suffit d’utiliser la formule suivante. 

Soit le point A et le point B qui ont respectivement les coordonnées suivantes : (XA , YA) et (XB , YB). Les coordonnées du point C qui est situé sur la droite passant par le point A et B et qui est au milieu du point A et B sont donc : XC = (XA + XB ) / 2  et YC = (YA + YB ) / 2.

4. Comment est-il possible qu’il n’y ait aucun points noirs qui tombent dans les espaces blancs du triangle de Sierpinski? Y a t-il une explication mathématique logique?

J’aimerais approfondir le sujet afin de bien comprendre comment un phénomène aléatoire peut toujours donné l’impression d’obtenir le même résultat(visuellement à tout le moins…).

5. Langage de programmation utilisé par le logiciel Terrapin Logo.


Au courant de la semaine du 31 janvier au 4 février, j’aimerais arriver à me réaproprier  le langage informatique afin de pouvoir établir les bases du programme qui sera nécessaire afin de concevoir mon programme sur le triangle de Sierpinski. J’aurai surtout besoins d’en apprendre plus sur le concept de récursivité que j’ai déjà vue en classe il y a un an ou deux (boucle For, While, Do While…). Bref, il me faudra réapprendre à utiliser Terrapin Logo.  

Bilan de la rencontre du 27 janvier

· Ne pas faire de recherche sur les fractales en générale. Plutôt mettre l’accent sur un aspect mathématique. Peut-être en explorant un concept comme l’aire du triangle de Sierpinski lorsque n tend vers l’infini. Les transformations affines et le travail sur des matrices pourraient aussi être intéressant. 

· Faire attention au concept de récursivité : ce n’est pas la même chose qu’une boucle. C’est plutôt l’utilisation d’une procédure qui s’appelle elle-même avec des paramètres qui varient.

· Consulter le site de Brian Harvey : www.cs.edu.burkeley/~bh/
· Apprendre les bases du langage de programmation utilisé dans Burkeley Logo.

· Construire les programmes me permettant de recréer le triangle de Sierpinski de deux façons : IFS et Récursivité.

Semaine 31 janvier au 13 février

La consultation du site de Brian Harvey m’a permis de me familiariser à nouveau avec le langage de programmation utilisé par LOGO. J’ai utilisé les volumes gratuits offerts sur ce site et j’ai aussi téléchargé le programme Burkeley Logo, qui est différent de Terrapin Logo. Au départ, je voulais lire le manuel au complet afin de vraiment comprendre le langage de programmation, mais je me suis très rapidement rendu compte que ce serait trop long et que  je n’avais qu’à chercher les informations qui allaient m’être nécessaire pour recréer différents triangles de Sierpinski.

J’ai fait plusieurs tentatives afin de construire le triangle de Sierpinski à l’aide du principe de récursivité, mais je n’ai pas réussi à compléter le programme. Mon intuition de départ était fausse et comme je n’avançais pas, j’ai décidé de tenter ma chance avec la méthode par IFS.

Cette méthode c’est avéré beaucoup plus facile et j’ai réussi pratiquement du premier coup. J’avais une bonne idée de ce qu’il fallait faire sur papier. Toutefois, ma première tentative n’a pas fonctionné car je ne comprends pas encore bien comment les listes fonctionnent. J’ai finalement utilisé des paramètres comme xa, ya, xb, yb, etc. 

J’ai aussi remarqué que Burkeley Logo ne prends pas « trace » comme nom de procédure… je n’ai pas compris pourquoi.

Retour à la méthode par récursivité. Cette fois-ci, j’ai consulté un des livres de Brian Harvey et je me suis inspiré de la méthode de  « l’acte de foi » qu’il a lui-même utilisé pour construire un arbre à l’aide d’un programme utilisant la récursivité. C’est un succès. J’utilise dans ce cas les coordonnées du plan cartésien.

To triangle :x :y :grandeur


Pu


Setx :x


Sety :y


Seth 30


pd


Repeat 3 [fd :grandeur rt 120]

End

To Sierpinski :x :y :grandeur :degre

If :degre = 0 [triangle :x :y :grandeur stop]

Sierpinski :x :y :grandeur / 2 :degre – 1

Sierpinski :x + :grandeur / 2  :y :grandeur / 2 :degre – 1

Sierpinski :x + :grandeur / 4 :y + :grandeur * sin 60 / 2 :grandeur/2 :degre – 1

end 

Bilan de la rencontre du 10 février

· Consulter le livre « Fractals for the classroom » : QA614.86 F735.P1

· Faire le journal de bord de façon régulière.

· Vérifier si les mesures d’angles doivent être donné en degré ou en radian dans Burkeley Logo.

· Faire le programme permettant de créer le triangle de Sierpinski sans utiliser les coordonnées du plan cartésien. Cela permettra un plus grande flexibilité de l’orientation du triangle.

· Faire des figures géométriques amusantes avec ce dernier programme.

· Optimisation du code dans mon programme « IFS » afin de pouvoir y faire des modifications plus facilement.

· Refaire les programmes permettant de faire le triangle de Sierpinski par IFS en utilisant des listes.

Semaine 14 février au 20 février

Les mesures d’angles dans Burkeley Logo sont en degré. Je peux donc utiliser sin 60 divisé par 2 au lieu de l’approximation 0,4330127.

Optimisation du code de « IFS ».

To  ifs   :grandeur    :xd :yd :repetition

initialisation

Ht pu

pointinitial :xa :ya 2

pointinitial :xb :yb 4

pointinitial :xc :yc 5

pointinitial :xd :yd 7

Repeat :repetition [hasard]

End

To initialisation


make "xa (:grandeur / -2 )


make "ya (:grandeur * -0.2887)


make "xb (:grandeur / 2)


make "yb (:grandeur * -0.2887 )


make "xc ( 0 )


make "yc (:grandeur / 1.732 )

end

To pointinitial :x :y :couleur

Setxy :x :y

Pd setpc :couleur

fd 0 pu

end

to hasard


make "point (random 3)


if  :point = 0 [setpc "2  fairepoint :xa :ya]


if  :point = 1 [setpc "4  fairepoint :xb :yb]


if  :point = 2 [setpc "5  fairepoint :xc :yc]

end

to fairepoint :x :y


make "xnouveau (( :x + :xd) / 2 )


make "ynouveau (( :y + :yd) / 2 )


setxy :xnouveau :ynouveau

pd fd 0 pu

make "xd ( :xnouveau )

make "yd ( :ynouveau )

end

Élaboration du programme permettant de faire un hexagone composé de six triangles de Sierpinski par récursivité et sans utilisation des coordonnées du plan cartésien.

To hexa :g :n

Repeat 6 [sierp :g :n rt 60]

end

To Sierp :g :n


if :n = 0 [ stop ]


repeat 3 [Sierp :g/2 :n-1 fd :g rt 120 ]

end

Commandes pour utiliser les listes :

· Fput  

« mettre un élément au début d’une liste »

· Lput

« mettre un élément à la fin d’une liste »

· Butfirst

« prendre l’ensemble d’une liste sauf le premier élément »

· First

« prendre le premier élément d’une liste »

· Make ¨L [ 1 2 3 … n]  « créer une liste de n éléments »

· Item :pos :L 
« permet de récupérer un élément selon sa position dans la liste »

· SetItem :pos :L :valeur  « permet de remplacer un élément par un autre dans une liste]

Tentative d’élaboration de IFS à l’aide des listes. Burkeley Logo n’accepte pas mes paramètres dans « setpos ».

To ifs :g :xd :yd :n


Initialisation


Ht pu


Point :A 2


Point :B 4


Point :C 5


Point :D 7


Repeat :n [hasard]

End

To initialisation

Make “A [ ]

Make “B [ ]

Make “C [ ]

Make “D [ ]

Make “A lput :g/-2 :A 

Make “A lput :g*-0.2887 :A

Make “B lput :g/2 :B 

Make “B lput :g*-0.2887 :B

Make “C lput 0 :C 

Make “C lput :g/1.732 :C

Make “D lput :xd :D 

Make “D lput :yd :D

End

To point :p :couleur


Setpos [item 1 :p item 2 :p]


Pd setpc :couleur

Fd 0 pu

End

To hasard


Make “point (random 3)


If :point = 0 [setpc “2 fairepoint :A]


If :point = 1 [setpc “4 fairepoint :B]


If :point = 2 [setpc “5 fairepoint :C]

End

To fairepoint :q


SetItem 1 :D ((item 1 :q) + (item 1 :D))/2

 
SetItem 2 :D ((item 2 :q) + (item 2 :D))/2


SetPos [item 1 :D item 2 :D]


Pd fd 0 pu

End

Je vais axer la suite de mon projet sur la fougère de Barnsley à l’aide de la technique IFS et des transformations affines. Le livre « Fractals for the classroom » contient beaucoup d’informations mathématiques et idéologiques sur le sujet. Les explications sur la génération (utilisant le hasard) des fonctions affines dans des matrices sont relativement compliqué et je pense manquer de connaissances mathématiques sur les matrices.  

Bilan de la rencontre du 17 février

· Objectifs :

1. Faire programme IFS pour générer des polygones réguliers à n côtés

2. Refaire IFS avec listes maintenant que je connaît bien les commandes

· Programmes pour établir les coordonnées des sommets du polygone régulier dans une liste de listes.

X : rayon * cos (i * 360 / n)

Y : rayon * sin (i * 360 / n)

Où « i » varie de 0 à (n – 1) et où « n » représente le nombre de côté du polygone régulier voulu.

Voir dessins

- To polypoints :r :n

Make “listepoints [ ]


Make “i 0


Repeat :n [ make “p list :r * cos (i * 360 / :n) :r * sin (i * 360 / :n)



     Make “listepoints fput :p :listepoints



     Make “i :i + 1 ]

    End

· Explorer l’aspect mathématique : 

1. Périmètre vs Aire dans le triangle de Sierpinski.

2. Généraliser avec des polygones réguliers à « n » côtés.

Semaine 21 février au 27 février

Modification du programme utilisant la technique de IFS afin d’y inclure des listes.

To ifs :g :xd :yd :n


Initialisation


Ht pu


Point :A 2


Point :B 4


Point :C 5


Point :D 7


Repeat :n [hasard]

End

To initialisation

Make “A (list :g / -2 :g * -0.2887)

Make “B (list :g / 2 :g * -0.2887)

Make “C (list 0 :g / 1.732)

Make “D (list :xd :yd)

End

To point :p :couleur


Setpos :p


Pd setpc :couleur Fd 0 pu

End

To hasard


Make “point (random 3)


If :point = 0 [setpc “2 fairepoint item 1 :A item 2 :A]


If :point = 1 [setpc “4 fairepoint item 1 :B item 2 :B]


If :point = 2 [setpc “5 fairepoint item 1 :C item 2 :C]

End

To fairepoint :qx :qy


Make “xf (:qx + item 1 :d)


Make “yf (:qy + item 2 :d)


Make “D (list :xf / 2 :yf / 2)


SetPos :D


Pd fd 0 pu

End

***Attention : Je n’ai pas réussi à utiliser une liste comme paramètre lors de l’appel d’une sous-procédure. Voir la sous-procédure fairepoint :qx :qy et l’appel de cette sous-procédure dans « hasard ».

**** Dans initialisation, l’utilisation de tan et de cos a causé des problèmes en ce qui concerne les coordonnées de mon triangle de Sierpinski. J’ai donc remis des valeurs numériques.

Programme par IFS qui permet de générer des polygones réguliers fractales.

To poly :r :n :rep :xd :yd


Polypoints :r :n


Repeat :rep [hasard]

End

To polypoints :r :n


cs Ht pu

Make “D (list :xd :yd)



     Setpos :d 



     Pd fd 0 pu

Make “listepoints [ ]


Make “i 0


Repeat :n [ make “p list :r * cos (i * 360 / :n) :r * sin (i * 360 / :n)



     Setpos :p 



     Pd fd 0 pu



     Make “listepoints fput :p :listepoints



     Make “i :i + 1 ]

End

To hasard 


Make “h (random :n)


Make “h :h + 1


Make “k item :h :listepoints

fairepoint item 1 :k item 2 :k

End

To fairepoint :qx :qy


Make “xf (:qx + item 1 :d)


Make “yf (:qy + item 2 :d)


Make “D (list :xf / 2 :yf / 2)


SetPos :D


Pd fd 0 pu

End

*** Notes : Les polygones à 3 et à 5 côtés fonctionnent bien. Toutefois, le tapis de Sierpinski ne s’affiche pas, et plus le nombre de côté du polygone augmente, moins le programme semble fonctionner… Y a t’il quelque chose de différent avec les polygones dont le nombre de côté est paire?

Périmètre (pour le triangle de Sierpinski)

n = 0 

J’enlève rien, il reste 1 unité d’aire.

30 / 40 = 1 / 1 = 0

n = 1 

J’enlève ¼ de ce qui reste, il reste ¾.

¾ = 31 / 41
n = 2

J’enlève ¼ + 3* ¼ * ¼ (donc 7/16) de ce qui reste, il reste donc 9/16.

9/16 =  32 / 42 .

n
L’aire est donc de 3n / 4n unités d’aires, où « n » est le degré du triangle de Sierpinski.


Si « n » ---> ∞ , alors  3n / 4n  = 0. Donc l’aire devient nulle.

Périmètre (pour carré)

n = 0 

J’enlève rien, il reste 1 unité d’aire.

 80 / 90 = 1 / 1 = 0

n = 1 

J’enlève 1/9 de ce qui reste, il reste 8/9.



8/9 = 81 / 91
n = 2

J’enlève 1/9 + 8* 1/9 * 1/9 (donc 17/81) de ce qui reste, il reste 64/81.

.

64/81 =  82 / 92 .

.

.

n
Si « n » ---> ∞ , alors  8n / 9n  = 0. Donc l’aire devient nulle.

Bilan de la rencontre du 24 février

· Objectifs :

1. Observation de la mi-hauteur par rapport au point central des polygones réguliers.

2. Faire varier les rapports d’homothéties.

3. Changement des guillemets dans les prorammes afin que ça fonctionne dans l’environnement MacIntosh.

4. Construire le tapis de Sierpinski avec la méthode IFS (8 transformations).

· Tapis de Sierpinski

Pour se faire, il ne faut pas seulement tenir compte des sommets et faire des rapports d’homothéties de rapport 1/3. Il faut tenir compte de quatre autres transformations, soit des translations selon l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées.

!!!! J’ai travaillé avec un carré oblique, mes translations n’étaient donc pas parallèle aux côtés du tapis!!! Il faut donc que je construise un tapis dont les côtés seront horizontales et verticales!

Semaine 28 février au 5 mars

Tentative du tapis de Sierpinski par IFS. (échec)

To poly :r :c :n :xd :yd      


""" :c doit valloir 4 dans ce programme!


Polypoints :r :c


repeat :n [hasardtapis]

End

To polypoints :r :c


cs Ht pu

Make "d (list :xd :yd)



     Setpos :d 



     Pd fd 0 pu

Make "listepoints [ ]


Make "i 0


Repeat :n [ make "p list :r * cos (i * 360 / :c) :r * sin (i * 360 / :c)



     Setpos :p 



     Pd fd 0 pu



     Make "listepoints fput :p :listepoints



     Make "i :i + 1 ]

End

To hasardtapis

Make "mesure ( 2 * :r * sin 45 / 3)

Make "h (random 4)


Make "h :h + 1


Make "k item :h :listepoints


tapis :k

end

To tapis :q


Make "i (random 2)


Make "i :i + 1


If :i = 1 [Make "d (list ((item 1 :q) + item 1 :d) / 3  ((item 2 :q) + item 2 :d) /3) SetPos :d



Pd fd 0 pu ]


If :i = 2 [ Translation ]

End

To translation

Make "j (random 4)


Make "j :j + 1


If :j = 1 [Make "d (list (((item 1 :q) + item 1 :d) / 3) + :mesure ((item 2 :q) + item 2 :d) /3)] 


If :j = 2 [Make "d (list ((item 1 :q) + item 1 :d) / 3  (((item 2 :q) + item 2 :d) /3) + :mesure)]


If :j = 3 [Make "d (list (((item 1 :q) + item 1 :d) / 3) - :mesure ((item 2 :q) + item 2 :d) /3)]


If :j = 4 [Make "d (list ((item 1 :q) + item 1 :d) / 3 (((item 2 :q) + item 2 :d) /3) - :mesure)]


SetPos :d


Pd fd 0 pu

End

Ne fonctionne pas! C’est sans doute car les côtés de mon carré ne son pas placés de façon horizontale et verticale.

2e Tentative du tapis de Sierpinski par IFS. (échec)

To tapis :g :n :xe :ye


Sommets :g 


Repeat :n [ hasard ]

End

To sommets :g


Cs ht pu


Make "e (list :xe :ye)



Setpos :e



Pd fd 0 pu


Make "a list :g / -2 :g / - 2
setpos :a Pd fd 0 pu


Make "b list :g / -2 :g / 2   setpos :b Pd fd 0 pu


Make "c list :g / 2 :g / 2   setpos :c Pd fd 0 pu


Make "d list :g / 2 :g / - 2 setpos :d Pd fd 0 pu

End

To hasard 


Make "h (random 8)


If :h = 0 [ fairepoint :a ]

If :h = 1 [ fairepoint :b ]

If :h = 2 [ fairepoint :c ]

If :h = 3 [ fairepoint :d ]

If :h = 4 [ make "e (list ((item 1 :e) + :g / 3) (item 2 :e))]

If :h = 5 [ make "e (list ((item 1 :e) - :g / 3) (item 2 :e))]

If :h = 6 [ make "e (list (item 1 :e) ((item 2 :e) + :g / 3))]

If :h = 7 [ make "e (list (item 1 :e) ((item 2 :e) - :g / 3))]

End

To fairepoint :q


Make "e (list ((item 1 :q) + item 1 :e) / 3  ((item 2 :q) + item 2 :e) /3) 

SetPos :e


Pd fd 0 pu

End

Faut-il faire la transformation les translations à partir du point  ou faut-il choisir un des sommets au hasard, choisir au hasard (1 chance sur 2) si une translation est effectué, et finalement choisir une des translations au hasard?

Dernières semaines…

1-Tapis de Sierpinski et polygones

Le tapis de Sierpinski m’a causé beaucoup de problèmes car j’avais mal compris comment utiliser la notion de vecteur pour appliquer les transformations géométriques voulues aux points qui allaient composer le tapis. Je croyais que je n’avais qu’à utiliser la même méthode qu’avec le triangle de Sierpinski, mais en divisant par 3 au lieu de diviser par 2! Hors la vrai équation qui me permettait de trouver les nouvelles cordonnées des points était : E = E + ½ (A-E)

Or, en simplifiant, cette équation donne : E = ½ (E + A). Comme j’avais une approche trigonométrique au départ, je n’avais pas approfondi l’origine de la division par 2. J’ai donc appliqué la même équation pour le tapis, mais en divisant par 3 : E = 2/3 (E + A). Évidemment, ça ne fonctionnait pas et je n’arrivais pas à générer le tapis de Sierpinski.


M. Boileau m’a alors expliqué comment voir la génération des points selon des vecteurs. Il m’a expliqué que l’équation vectorielle était : E = E + 2/3 (A-E). J’en déduis donc que cette équation, qui me facilitera la vie lorsque viendra le temps de généraliser pour les polygones de Sierpinski, peut s’adapter justement à chacun des polygones de Sierpinski. Il suffira de changer le ratio ½ ou 2/3, par le ration nécessaire pour obtenir les autres polygones de Sierpinski.


J’ai donc modifier le code de mes derniers essaies en changeant les équations déterminant les transformations que les points allaient subir.

Mauvais programme

To tapis :g :n :xe :ye


Sommets :g 


Repeat :n [ hasard ]

End

To sommets :g


Cs ht pu


Make "e (list :xe :ye)



Setpos :e



Point


Make "a list :g / -2 :g / - 2
setpos :a Point


Make "b list :g / -2 :g / 2   setpos :b Point


Make "c list :g / 2 :g / 2   setpos :c Point


Make "d list :g / 2 :g / - 2 setpos :d Point


Make "w :g / 3

End

To point

 
Pd fd 0 pu

End

To hasard 


Make "h (random 8)


If :h = 0 [ fairepointa  ]

If :h = 1 [ fairepointb  ]

If :h = 2 [ fairepointc  ]

If :h = 3 [ fairepointd  ]

If :h = 4 [ translationa ] 

If :h = 5 [ translationb ]

If :h = 6 [ translationc ] 

If :h = 7 [ translationd ]

End

To fairepointa

    
  Make "e (list ((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “4

SetPos :e


Point

End

To fairepointb

  Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “3

SetPos :e

Point 

End

To fairepointc

   Make "e (list ((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Point

End

To fairepointd

  
 Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “5

SetPos :e

Point 

End

To translationa

Make "e (list (((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e) + :w  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “4

SetPos :e


Point 

End

To translationb

Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  (((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e) - :w)

setpc “3

SetPos :e


Point

End

To translationc

Make "e (list (((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e) - :w  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Point

End

To translationd

Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  (((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e) + :w)

setpc “5

SetPos :e


Point

End

Nouveau programme (Tapis de Sierpinski)

To tapis :g :n :xe :ye


Sommets :g 


Repeat :n [ hasard ]

End

To sommets :g


Cs ht pu


Make "e (list :xe :ye)



Setpos :e



Point


Make "a list :g / -2 :g / - 2
setpos :a Point


Make "b list :g / -2 :g / 2   setpos :b Point


Make "c list :g / 2 :g / 2   setpos :c Point


Make "d list :g / 2 :g / - 2 setpos :d Point


Make "w :g / 3

End

To point

 
Pd fd 0 pu

End

To hasard 


Make "h (random 8)


If :h = 0 [ fairepointa  ]

If :h = 1 [ fairepointb  ]

If :h = 2 [ fairepointc  ]

If :h = 3 [ fairepointd  ]

If :h = 4 [ translationa ] 

If :h = 5 [ translationb ]

If :h = 6 [ translationc ] 

If :h = 7 [ translationd ]

End

To fairepointa

    
  Make "e (list ((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “4

SetPos :e


Point

End

To fairepointb

  Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “3

SetPos :e

Point 

End

To fairepointc

   Make "e (list ((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Point

End

To fairepointd

  
 Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “5

SetPos :e

Point 

End

To translationa

Make "e (list (((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e) + :w  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “4

SetPos :e


Point 

End

To translationb

Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  (((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e) - :w)

setpc “3

SetPos :e


Point

End

To translationc

Make "e (list (((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e) - :w  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Point

End

To translationd

Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  (((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e) + :w)

setpc “5

SetPos :e


Point

End

En ce qui concerne le programme permettant de générer des polygones à n côtés de Sierpinski, ce fut relativement simple étant donné que j’avais déjà créé la base de ce programme précédemment, sans succès toutefois. Mais à la lumière des nouvelles informations que j’ai obtenu de M. Boileau et de l’approche vectorielle des transformations géométriques à appliquer aux points, ce n’était qu’une question de modifier l’ancien programme. J’ai aussi ajouter un paramètre permettant de choisir le facteur d’homothétie adéquat selon le polygone. 

Facteur homothétique
Nombre de côté du polygone

1/2
3

2/3
4

0.625
5

?
6

?
7

?
8

?
9

?
10

Toutefois, j’ai remarqué après expérimentation que seul le tapis de Sierpinski avait besoin de 2 types de transformations différentes pour être générer. Il faut des homothéties de rapport 2/3 et des homothéties de rapport 2/3 suivie d’une translation (E = E + 2/3 (A-E) + 1/3 (B – A)  ). J’ai donc dû ajuster le programme pour que lorsque je demande un polygone à 4 côtés, les transformations nécessaires s’efectuent. Les autres polygones de Sierpinski semble quant à eux n’être généré que par des homothéties. 

Voici le programme sur les polygones de Sierpinski

To poly :r :c :n :v :xd :yd 


Polypoints :r :c


Repeat :n [Choixtransformations]

End

To point 

    
Pd fd 0 pu

End 

To polypoints :r :n


cs Ht pu

Make “d (list :xd :yd)



     Setpos :d 



     Point

Make “listepoints [ ]


Make “i 0


Repeat :c [ make “p list :r * cos (i * 360 / :c) :r * sin (i * 360 / :c)



     Setpos :p 



     Point



     Make “listepoints fput :p :listepoints



     Make “i :i + 1 ]

End

To Choixtransformations 


Ifelse :c = 4  [Make “h (random 2)] [Make “h 0]


Make “p (random :c) 

Make “p :p + 1


If :h = 0 [trans1 :p]


If :h = 1 [trans2 :p]

End

To trans1 :p


Make “k item :p :listepoints


Make “d (list ((first :k) – first :d) * :v + first :d ((last :k) – last :d) * :v + last :d )


Setpos :d


Point

End  

To trans2 :p

      Make “k item :p :listepoints

      Ifelse :p = :c [ make “q item 1 :listepoints] [ make “q item :p + 1 :listepoints] 

      Make “s (1 - :v)

      Make “tx (first :q) – (first :k)

      Make “ty (last :q) – (last :k)

      Make “w (list (:s * :tx) (:s * :ty))

      Make “d (list (((first :k) – first :d) * :v + first :d) + first :w (((last :k) – last :d) * :v + last :d ) + last :w)

      Setpos :d

      Point

End

2- Fougère de Barnsley

to transformation1

 make “x 0 make “y 0.16 * :y

end

to transformation2

 make “t 0.85 * :x + 0.04 * :y

 make “y -0.04 * :x + 0.85 * :y + 0.16

 make “x :t

end

to transformation3

 make “t 0.2 * :x - 0.26 * :y

 make “y 0.23 * :x + 0.22 * :y + 0.16

 make “x :t

end

to transformation4

 make “t -0.15 * :x + 0.28 * :y

 make “y 0.26 * :x + 0.24 * :y + 0.08

 make “x :t

end

to Choixtransformations

 make “r random 100

 if :r = 0 [transformation1 stop]

 if :r < 83 [transformation2 stop]

 if :r < 92 [transformation3 stop]

 transformation4

end

to tracerpointfern

 setx :x * 500 sety :y * 500 - 250

 pd fd 0 pu

end

to fern :n

  ht cs

pu make “x 0 make “y 0

 repeat :n [Choixtransformations tracerpointfern]

end

Pour parvenir à faire ce programme, j’ai dû fouiller un peu plus sur le net et en particulier dans le livre « Fractal for the classroom ». Le plus difficile est de bien comprendre les transformations affines (il y en a 4) et ce qu’elles font précisément. Ces quatre transformations ne surviennent toutefois pas à probabilité égale. Le site internet http://www.pha.jhu.edu/~ldb/seminar/ifs.html donne les transformations à accomplir et les probabilités associées à chacune. 

Il fallait donc faire un programme qui choisisse une de ces quatre transformations selon les probabilités demandées. Ensuite, je n’avais qu’à traduire ces transformations données sous une forme matricielle sous la forme suivante : xn+1 = ax + by + e et yn+1 = cx + dy + f, sachant que les paramètres a,b,c,d,e,f correspondent aux paramètres de la fonction présentés sur le même site que précédemment. 

Étant donné que je connaît peu de chose sur les matrices, il m’est impossible d’analyser de façon exact les transformations affines représentées par ces matrices. J’ai donc créé un petit programme pour regarder comment ces transformations affectent mon triangle de Sierpinski. Voici un exemple de test pour une des transformations :

(Les lignes en gras et en italiques sont les changement permettant de voir l’effet de transformations affines sur le triangle de Sierpinski)

To initialisation


cs

make “xa (:g / -2 )


make “ya (:g * -0.2887)


make “xb (:g / 2)


make “yb (:g * -0.2887 )


make “xc ( 0 )


make “yc (:g / 1.732 )

end

To pointinitial :x :y :couleur

Setxy :x :y

Pd setpc :couleur

fd 0 pu

end

to hasard


make “point (random 3)


if  :point = 0 [setpc “2  fairepoint :xa :ya]


if  :point = 1 [setpc “4  fairepoint :xb :yb]


if  :point = 2 [setpc “5  fairepoint :xc :yc]

end

to fairepoint :x :y


make “xnouveau (( :x + :xd) / 2 )


make “ynouveau (( :y + :yd) / 2 )


make “t 0.15 * :xnouveau + 0.28 * :ynouveau

 
make “ynouveau -0.26 * :xnouveau + 0.24 * :ynouveau + 0.08

 make “xnouveau :t

setxy :xnouveau :ynouveau

pd fd 0 pu

make “xd ( :xnouveau )

make “yd ( :ynouveau )

end

Dernières précisions

Les prochaines pages contiennent plusieurs informations détaillés que j’ai réunis afin de rendre plus claire certains éléments de ma démarche sur la production de polygone de Sierpinski par la méthode de IFS. Mon aspect mathématique s’y retrouve aussi étant donné que j’ai laissé tombé l’idée du périmètre et de l’aire pour me concentrer sur la façon de déterminer le rapport d’homothétie nécessaire pour générer les polygones selon le nombre de côté de celui-ci. 

IFS (Iterated Function System)

Un IFS (système de fonctions itérés) correspond à un ensemble de transformations d’une figure initiale en au moins une autre figure nouvelle. Afin de produire une image en utilisant la technique IFS, on doit choisir un point arbitraire dans le plan, on fait ensuite le choix d’une transformation géométrique par un hasard biaisé par des probabilités, on applique cette transformation sur le point initial afin de créer un nouveau point. On recommence ensuite le même processus avec le nouveau point, et ainsi de suite le nombre de fois voulue. Plus le nombre de point choisi sera grand, plus la figure sera détaillée. Ce processus qui inclut le hasard porte aussi le nom de « jeu du chaos » (Chaos Game) ou de RIFS ( Random Iterated Function System).

Il est important que chacune des transformations appliqués sur la figure initiale donnent un effet de contraction et que ces transformations soient affines. Par contraction,  on entend que chacun des points de la figure initiale seront plus près l’un l’autre (ou à égale distance) après avoir subi les transformations. Les transformations affines sont des transformations qui réduisent la figure initiale, effectuent des translations, des rotations ou une combinaison de ces transformations.

J’ai parlé de RIFS, mais il existe aussi une version IFS qui est déterministe. C’est un peu le même principe que ce qui a été présenté plus haut, mais en enlevant la composante du hasard. Le DIFS applique les transformation dans un ordre précis. C’est une méthode qui est toutefois limité comparativement au RIFS, car pour obtenir une figure infiniment précise, il faudra appliquer un nombre infini de transformations. Par exemple, la méthode par RIFS permet de créer un triangle de Sierpinski de degré infini (la limitation est physique : l’écran, la résolution). Pour créer un triangle de Sierpinski de degré 8 par la méthode DIFS, il faudrait 19 683 (39) transformations différentes!

Transformations affines
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Une transformation affine en deux dimensions est une fonction qui combine rotation, homothétie et translation sur un points du plan. Sous forme de fonction, la forme est :
x1 = ax + by  +   e

translation

[image: image26.png]



y1 = cx + dy  +   f


Homothétie ou rotation

Rôle des paramètres :


a = r * cos θ , b = -s * sin φ , c = r * sin θ , d = s * cos φ

où :

r : est le facteur de réduction sur x

s : est le facteur de réduction sur y

θ : est l’angle de rotation sur x

φ : est l’angle de rotation sur y

e : est la translation en x

f : est la translation en y

C’est ce modèle que j’ai utilisé pour générer la fougère de Barnsley. Pour faire les programmes permettant de faire les polygones de Sierpinski, j’ai utilisé la méthode RIFS, mais j’ai plutôt utilisé des formules vectorielles pour faire appliquer les transformations voulues. C’était plus simple de cette façon, mais il serait sans doute possible les fonctions affines. Il suffirait de trouver les paramètres donnant les transformations voulues.

Le triangle de Sierpinski

Par exemple, jouons le jeu du Chaos pour construire le triangle de Sierpinski. C’est la façon que j’ai utilisé lorsque j’ai créé mon premier programme générant le triangle de Sierpinski par IFS. Pour commencer, il faut tracer 3 points (A, B et C) de façon à ce que ceux-ci forment les trois sommets d’un triangle équilatéral imaginaire. Ensuite, tracer un point P n’importe où sur la feuille. Maintenant, il faut choisir un des trois sommets au hasard (à l’aide d’un dé) et calculer la mi-distance entre ce point choisi au hasard et le point P. Le nouveau point sera le point P1. Si nous répétons le processus plusieurs fois, on peut imaginer que la feuille va contenir une multitude de point placer un peu partout au hasard entre les points A, B et C (et quelques autres sur la feuille, tout dépendant de l’emplacement du premier point P) car nous utilisons le hasard pour générer ces points. Hors, ce n’est pas le cas. On obtient une figure extrêmement régulière! 

Au début de mon projet, je n’avais pas idée que les IFS utilisaient des transformations géométriques choisies au hasard pour générer des figures aussi précises. Je comprends maintenant que l’idée de mi-distance  est mathématiquement équivalente à des transformations géométrique dans le plan, soit des homothéties suivis de translations.

La fougère de Barnsley par RIFS

Pour construire la fougère de Barnsley, il faut effectivement une technique qui semble différente de celle que j’ai utilisé pour faire le triangle de Sierpinski au début de mon projet (mi-distance). Toutefois, cette technique est mathématiquement équivalente. Commençons avec un simple triangle. Transformons ce triangle en quatre triangles plus petits et placés de telle façon à ce que ces nouveaux triangles reposent à l’intérieur ou presqu’en totalité à l’intérieur du triangle d’origine. Ces quatre triangles correspondent a quatre transformations qui sont définis plus loin. Maintenant, choisissons un point arbitraire dans le plan et appliquons une des quatre transformations au hasard sur ce point. Sur le point résultant, recommençons le même précédé, et ainsi de suite. Vous allez voir apparaître une fougère. Il est possible d’obtenir d’autres figures. Il suffit de savoir quelles transformations appliquer et donc trouver les paramètres nécessaires.


Il est a noté que tout dépendant de l’emplacement du point initial, il est possible que quelques points se retrouvent un peu partout dans le plan. Peu importe l’emplacement du point initial, comme les transformations sont obligatoirement « contractante », les nouveaux points vont toujours se rapprocher de la figure voulue, ce qu’on appelle « l’attracteur ». L’attracteur est plus ou moins bien défini selon les probabilités avec lesquelles les transformations sont effectuées. Les probabilités présentés dans le tableau plus bas ont été prises sur Internet. En changeant les probabilités de tel ou tel transformation, la fougère est plus ou moins bien défini.

Voici les quatre transformations qu’il faut utiliser pour obtenir la fougère de Barnsley.

[image: image27.png]



La dernière transformation est un aplatissement total de la fougère sur le bout de tige qui était resté en dehors des trois premières opérations.

Voici aussi le système de fonctions itérés permettant de générer la fougère :
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En jouant avec les paramètres a, b, c, d, e et f, il est possible de modifier la fougère. Il suffit de faire quelques tests en se souvenant du rôle de ces paramètres (voir la section sur les transformations affines).

Les vecteurs et les polygones de Sierpinski
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1. Si on a le vecteur EA, où E(30,30) et A(0, 60), on a: EA = E – A 

En x, on a (xa – xe) = -30.

En y, on a (ya - ye) = 30

2. Afin d’obtenir un vecteur qui réduit dans un rapport 1/3, il suffit de calculer 2/3(EA), ce qui donne :

En x, on a 2/3(xa – xe) = -20.

En y, on a 2/3(ya - ye) = 20

3. Pour obtenir le point qui est au 2/3 de la distance entre les points E et A, il faut donc ajuster EA et lui ajouter le vecteur DE, où D(0,0) (ou l’origine du plan), ce qui est équivalent à E. On obtient alors : 2/3(EA) + E

En x, on a 2/3(xa – xe) + xe = 10.

En y, on a 2/3(ya - ye) + ye = 50

4. Pour les générer les polygones réguliers à « n » côtés, on a donc besoin de l’équation vectorielle suivante : 

(1-r)(FA) + F , où r est le rapport d’homothétie (voir annexe 5)
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5. [image: image31.png]


Toutefois, le tapis de Sierpinski requiert une autre transformation afin d’être bien construit, sinon, on obtient la figure suivante :

Il faudra donc utiliser deux types de transformations différentes pour générer le tapis de Sierpinski.

 
La première : 2/3(EA) + E


La deuxième : 2/3(EA) + E + 1/3(AB)


Le 1/3(AB) est représenté par les flèches dans le dessin suivant :

Donc en appliquant ces deux transformations différentes au hasard selon les quatre sommets (ce qui fait un total de 8 transformations différentes), on aura finalement la figure suivante :


Annexe 5

Hypothèse : - 
  polygone régulier à «n» côté.

· mesure d’un côté est 1 unité.

· On réduit le polygone original afin qu’exactement «n» copie de ce polygone entre dans le polygone initial.

Visuellement, on obtient :


On a que les côtés des polygones réduits mesurent « r » et on a aussi des triangles rectangles. Il faut déterminer la mesure de ( d1 + d2 + d3+ … + dk) pour pouvoir déterminer la valeur de « r ».

Trouvons la mesure de ( A1 + A2 + A3+ … + Ak).

On a que B est un angle intérieur d’un polygone régulier, d’où B = 
[image: image1.wmf]n

n

B

)

2

(

-

=

p


D’où, 



[image: image2.wmf]n

n

n

n

n

A

p

p

p

p

p

p

2

2

)

2

(

1

=

Û

+

-

=

Û

-

-

=



[image: image3.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

A

B

A

2

2

2

2

2

)

2

(

2

2

2

)

2

(

2

2

2

2

1

2

*

=

Û

+

+

-

=

Û

+

-

-

=

Û

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

Û

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

=

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p



[image: image4.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

A

B

A

3

2

2

2

2

2

2

)

2

(

2

2

2

2

)

2

(

2

2

2

2

2

3

*

=

Û

*

+

+

-

=

Û

*

+

-

-

=

Û

÷

ø

ö

ç

è

æ

*

-

-

-

-

-

=

Û

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

-

=

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p


.

..

Il semble y avoir une régularité : 
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Il est possible de démontrer cette équation à l’aide d’une preuve par induction.

Il est possible de générer des angles A tant qu’ils sont aigus, sinon, le point de contact avec l’autre polygone sera dépassé. On a donc que : 
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Maintenant que nous connaissons les angles A, il est possible de trouver la mesure de (d1 + d2 + d3+ … + dk).
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, pour k variant de 1 à n/4 et 
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Par symétrie, on a les mêmes polygones réduits, d’où :
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En isolant « r », on obtient le rapport d’homothétie :
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CQFD.

Voici quelques résultats qui découlent de cette formule

Nombre de côté
Rapport d’homothétie

3
0.5

4
0.3333333333

5
0.3819660113

6
0.3333333333

7
0.3079785284

8
0.2928932188

9
0.257772801

10
0.2360679775
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