Nom : _______PROF___________

Déterminer le volume de la sphère avec la méthode de Cavalieri

Prenons une demi-sphère, un cylindre et un cône qui ont tous le même rayon, que nous nommerons r. La hauteur de chacun des volumes est aussi égale à r, comme l’illustre la figure suivante : 

[image: image27.png]



Les trois figures sont déposées sur un plan P. 

Prenons un plan S, parallèle au plan P, et passant à travers les trois figures. 

[image: image28.png]



1) 

Quelle figure géométrique obtient-on en coupant la demi-sphère ? ____cercle__

Quelle figure géométrique obtient-on en coupant le cylindre ? ________cercle_____

Quelle figure géométrique obtient-on en coupant le cône ? _______cercle______

Si le principe de Cavalieri a bien été vu avec les élèves, ceux-ci devraient voir rapidement qu’il s’agit de cercles. 

[image: image29.png]


Appelons respectivement chacune de ces coupes C1, C2, C3. Voici donc ce qu’on obtient :

Coupes verticales des trois solides :

· Un vidéo montrant les coupes verticales a été fait afin de mieux illsutrer aux élèves qu’ils doivent regarder une coupe verticale pour trouver le rayon du cercle de la coupe horizontale. 

· L’enseignant peut montrer le vidéo aux élèves et ensuite ces deux images. L’image des coupes verticales peut même être inséré dans le document de l’élève et ce dernier n’aura qu’à tracer sur l’image les données manquantes pour trouver la mesure du rayon. 

Image 1 :

[image: image1.png]A v

Coupes verticales des figures en leur centre.




Image 2 : 

[image: image2.png]=

Coupes verticales des figures en leur centre.




2) Trouvons d’abord l’aire de la coupe du cylindre : (Laisse les traces de ta démarche ( )
Difficulté et indice : 

· Les élèves devraient voir facilement que le cercle est de rayon r, étant donnée que le cercle formé par la coupe, est le même cercle de la base. 

Schéma : 

[image: image3.wmf]
a) Quelle est la formule de l’aire d’un cercle ? 
[image: image4.wmf]
b) Que nous manque-t-il pour trouver l’aire de ce cercle ? le rayon

c) Aire du cercle de la coupe C2 = 


[image: image5.wmf]
3) Trouvons l’aire de la coupe du cône : (Laisse les traces de ta démarche ( ) :
Difficultés et indices :

· Il n’est pas évident pour les élèves de comprendre qu’avec le solide en 3D, pour trouver le rayon du cercle, pour ensuite trouver son aire, ils doivent regarder la figure dans une perspective 2D. Ils doivent regarder une coupe verticale et jusqu’à maintenant, ils n’ont  vu que des coupes horizontales. C’est pour cette raison que nous avons fait un vidéo montrant les coupes verticalement des trois solides (voir plus haut dans le document).   

· Le schéma peut être donné aux élèves au départ, les schémas dans Cabri ou l’image du vidéo (image 1 où les élèves doivent eux-mêmes trouver les mesures manquantes ou image 2 ou tout est donnée). Sinon, seulement après avoir regarder le vidéo, les élèves peuvent tracer eux-mêmes le schéma sur l’image qui sera insérer dans leur document. C’est à la discrétion de l’enseignant. 

· Utiliser cabri pour montrer aux élèves que mEF = mFC = hauteur. Comparer le triangle ADC et le triangle EFC. 

Schéma : 

[image: image6.wmf]
mAD = mDC = Rayon

Donc, le ∆ADC est isocèle. 


[image: image7.wmf]
Dans le triangle ADC et le triangle EFC.


[image: image8.wmf], car angles alternes internes. 


[image: image9.wmf], car c’est le même angle. 


[image: image10.wmf], car la somme des angles intérieurs d’un triangle est égale à 180o
Donc, le triangle ECF est isocèle.

Donc, la mEF=mEC=hauteur. 

a) Pour trouver la valeur du rayon du cercle, quelle coupe doit-on regarder ? Une coupe verticale ou horizontale ?

Une coupe verticale.

b) Quel est le rayon du cercle de la coupe C3 ?


[image: image11.wmf]
c) Aire du cercle de la coupe C3 =


[image: image12.wmf]
4) Trouvons l’aire de la coupe de la demi-sphère : (Laisse les traces de ta démarche ( )

Difficultés et indices : 

· Suggérer aux élèves d’utiliser Pythagore. 

· Encore une fois, l’enseignant décide s’il donne ou non le schéma à l’élève. 
· Les élèves auront peut-être de la difficulté à voir que BC est aussi un rayon de la demi-sphère. L’image 2 peut aider les élèves à le voir. 

Schéma : 

[image: image13.wmf]
Avec Pythagore, on peut trouver la mesure du rayon AB. 

Le triangle ABC est rectangle en A. 

Donc, 
[image: image14.wmf]

[image: image15.wmf]
a) Quel est le rayon du cercle de la coupe C1 ?


[image: image16.wmf]
b) Aire du cercle de la coupe C3 =


[image: image17.wmf]
5) Énonce dans tes propres mots le principe de Cavalieri : 

(Comme le principe vient d’être vu, les élèves ne devraient pas avoir de la difficulté à l’énoncer. )

Pour deux solides ayant la même hauteur, on coupe les deux solides avec un plan sécant, parallèle à la base. Si chacune des deux coupes ont la même aire, alors on peut dire que les deux solides ont le même volume. 

6) Est-ce que ce principe peut s’appliquer dans ce cas-ci ? Pourquoi ? 
Oui, car nous avons pris des mesures de hauteur et de rayon de façon à ce que les aires des coupes que nous avons trouvées puissent s’appliquer à n’importe quelle hauteur. 

N.B : Certains élèves auront des difficultés à voir le lien avec le principe de Cavalieri car jusqu’à maintenant ils ne comparaient que le volume de deux solides. Mais il y a trois solides dans cette activité. Il est important de leur expliquer avec le vidéo Cavalieri-archimède.mov que la relation se voit encore avec deux solides mais qu’un des solides est en fait le cylindre creusé par le cône. Le volume de ce nouveau solide est : le volume du cylindre – le volume du cône. 

[image: image30.png]



De même, quand on établit la relation : volume du cylindre = volume de la demi-sphère + volume du cône (on considère en fait l’union de la demi-sphère et du cône comme étant un nouveau solide, ainsi on compare deux solides.  

7) Quel lien peut-on établir entre le volume des trois solides ? 

(Les élèves devront faire quelques calculs pour arriver à la réponse. Mais le lien est tout de même assez visible.)

Volume demi-sphère = volume cylindre – volume cône. 

8) Quel est le volume du cylindre ?  
(Cela a déjà été vu en classe.) 


[image: image18.wmf]
Comme la hauteur est égale au rayon, on en déduit que : 


[image: image19.wmf]

[image: image20.wmf]
9) Quel est le volume du cône ?  

(Cela a déjà été vu en classe.) 

Les élèves savent que le volume du cône est égal au 1/3 du volume du cylindre. 


[image: image21.wmf]
10) Avec ces informations, déduis le volume de la demi-sphère. 

On vient de voir que :

Volume demi-sphère = Volume cylindre – volume cône. 


[image: image22.wmf]

[image: image23.wmf]

[image: image24.wmf]
11) Déduis le volume de la sphère. 

Volume sphère = 2 x volume demi-sphère.


[image: image25.wmf]

[image: image26.wmf]
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