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1.1 Le birapport, invariant de la projection centrale
Démonstration tirée des pages 19 à 23 dudocument trouvé selon ce lien :
 http://www.enseignement.be/@librairie/documents/ressources/081/CRGmProj.pdf
On a déjà observé que les projections centrales ne conservent ni les longueurs, ni les rapports de longueurs. Par exemple, lorsqu’on observe certaines figures vues de travers, on observe que les longueurs et les mesures des angles ne sont pas conservées. 


[image: image1]
Il est permis de penser que, si ce point peut être construit de manière univoque, sa position pourrait également être déterminée par calcul. Plus généralement, le point C qui partage le segment [AB] dans un rapport donné sera représenté en un point bien précis de la projection [A’B’] du segment [AB]. On devra calculer dans quel rapport le point C’, image de C, partage le segment [A’B’]. 

Plaçons-nous dans le contexte de la perspective du peintre et considérons un segment [AB] perpendiculaire au plan du tableau, tel que son extrémité A soit sur la toile. Le point A coïncide avec son image et la représentation du segment [AB] est le segment [A’B’]. Considérons le point C du segment [AB] tel que |AC| = k |AB|.

Le rapport

r = [image: image3.png]|AC|
|CB|




vaut
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[image: image101.jpg]Un cercle et un carré vus de travers




La question est donc de calculer la valeur du rapport[image: image7.png]— lac
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.

Dans cette figure,

– O l’œil du peintre ;

– AT vue de profil d’un tableau;

– P est le point de fuite principal.

Remarquons tout d’abord que le rapport r’ est égal au rapport [image: image9.png]|AF|
|FE|



 (Thalès). Pour simplifier l’écriture des calculs, notons :

– e = |OT| l’éloignement de l’observateur par rapport à la toile ;

– h = |OT’| la hauteur de l’observateur ;

– [image: image11.png]


 = |AB| la longueur du segment [AB].

Calculons |AF| en utilisant la similitude des triangles ACF et T’CO:
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Observons que |FE| = |AE| − |AF| et calculons |AE| en utilisant la similitude des triangles EBA et OBT’ :
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Nous calculons ensuite

|FE| = |AE| − |AF| = [image: image17.png]th  kéh
t+e  ki+e





Après réduction au même dénominateur et simplification, nous obtenons
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Nous sommes à présent en mesure de calculer le rapport
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et donc
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Ceci signifie que le rapport initial
[image: image21.png]lact
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est devenu
[image: image22.png]|ACT| f+e





dans la représentation.

Ce rapport r a donc été multiplié par un facteur qui ne dépend que de la longueur [image: image24.png]


 du segment [AB] et de l’´eloignement e de l’observateur par rapport au plan du tableau. Les élèves peuvent interpréter ce qui se passe si l’observateur s’éloigne indéfiniment du tableau. Dans ce cas, e tend vers l’infini, le facteur multiplicatif [image: image26.png]tte



tend vers 1 et on peut en déduire que le rapport des longueurs est conservé. Une propriété bien connue des projections parallèles est ainsi retrouvée comme cas particulier de la propriété correspondante des projections centrales, dans le cas où le centre de projection est « à l’infini ».

De plus, dans les calculs qui précèdent, le choix du point C sur le segment [AB] détermine la valeur du rapport r, mais n’influence en rien la suite du raisonnement. Si on considère un autre point D sur [AB], la valeur du rapport s = [image: image28.png]|AD|
|BD|



dans lequel le point D divise le segment [AB] sera elle aussi multipliée par le même facteur [image: image30.png]fte



  . Donc, si on considère le quotient de deux rapports de ce type [image: image32.png]


 , sa valeur sera conservée pour les points correspondants de la représentation, puisque le facteur [image: image34.png]fte




 peut être simplifié dans le quotient:
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et
 [image: image38.png]Wi




Ce quotient de rapports de longueurs est appelé birapport et il s’introduit naturellement, grâce à ce qui précède, comme un invariant de la projection centrale.

On appelle birapport de quatre points d’une même droite le quotient des rapports suivant lesquels les deux derniers divisent le segment des deux premiers. On le note :
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ou encore
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Des démonstrations classiques de la conservation du birapport par les projections centrales existent dans le cas général. Il s’agit de démontrer que :

· Si les points A’, B’, C’, D’  sont les images des points alignés A, B, C, D par une projection centrale, les birapports (ABCD) et (A’, B’, C’, D’) sont égaux.

Le principe de la démonstration est de déterminer deux segments dont le rapport soit égal à (ABCD). Notons O le centre de projection. Par B, menons une droite parallèle à OA, cette droite coupe OC en P et OD en Q. Montrons que
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La similitude des triangles CAO et CBP nous donne
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et celle des triangles DAO et DBQ nous donne

[image: image47.png]|DA| _ |A0]|
|IDB|  |BQ|



,

En divisant membre à membre ces deux égalités, on obtient

[image: image48.png]



et donc (ABCD) = [image: image50.png]IBQ|
|BP|’




Pour montrer l’égalité des deux birapports, déterminons pour chacun d’eux deux segments dont les rapports valent respectivement

(ABCD) et (A’B’C’D’)

[image: image51.emf]
Nous obtenons
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Comme les sécantes OB, OC et OD déterminent sur les droites parallèles BQ et B’Q’ des segments proportionnels, nous avons :
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ce qui implique l’égalité des birapports (ABCD) et (A’B’C’D’).
En conclusion, la projection centrale de quatre points alignés sur une droite conserve le birapport.
1.2 Calcul du birapport à partir des mesures des angles
(Inspiré d’une preuve trouvé sur le site Internet

http://www.mathpages.com/home/kmath543/kmath543.htm )
Maintenant que la projection centrale conservait le birapport pour quatre points alignés projetés sur une droite, on va exprimer le birapport à partir des angles formés par les faisceaux de droite issus du point de projection passant par les points projetés.
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Soit 
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 = [image: image58.png]m£AOB
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On doit démontrer que
[image: image69.png](AC)(BD) _ sin(B +y) sin (a + B)
(BC)(AD) sin(B)sin (a+ B +7)

(4BCD) =




Par la loi des sinus, nous obtenons les égalités suivantes

[image: image71.png]AC _ sin (a+p)

0C ~ sin(v)



et     [image: image73.png]BC _ sin (B)
0C ~ sin ()





En divisant les deux égalités ensemble, on obtient

[image: image74.png]AC _ sin (e + f) sin (4)

BC  sin(v) sin ()





Par la loi des sinus, on obtient les égalités suivantes
[image: image76.png]BD _ sin(F+y)
0D sin ()



et     [image: image78.png]AD _ sin (a+p+y)

0D sin (v)




En divisant les deux égalités ensemble, on obtient
[image: image79.png]BD _sin(f+})  sin(v)
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Par conséquent, 

[image: image80.png]AC BD _sin (a+ f)sin () sin(B+Y)  sin (v)
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En conclusion, on peut exprimer le birapport à partir des mesures des anlges :

[image: image81.png](AC)(BD) _ sin(B +y) sin (a + B)
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Vers le théorème de Chasles…

1.3 Théorème de Chasles

Si les points A, B, C, D sont sur un cercle et que par un point de projection centrale P, on en fait la projection sur une droite de telle sorte que A’, B’, C’, D’ sont colinéaires. [image: image82.jpg]p




On peut, par le résultat précédent, établir le birapport à partir des mesures des angles A’PC’, B’PC’, B’PD’, A’PB’ qui sont respectivement de même mesure que les angles APC, BPC, BPD, APD.

On sait que dans un cercle deux angles inscrits qui interceptent les mêmes arcs de cercle sont congrus. Par conséquent, puisque l’emplacement du point P sur le cercle n’influence pas la valeur des angles formés par les faisceaux de droite, la valeur du birapport des points A’, B’, C’, D’ est la même que celui des points cocycliques A, B, C et D.
[image: image83.jpg]



Aussi, car une conique peut toujours être obtenue par la projection d’un cercle, on peut donc projeter une conique sur un cercle. 
Dans la figure suivante, on observe une ellipse obtenue par la projection d’un cercle :
[image: image84.jpg]



Dans la figure suivante, on observe une parabole obtenue par la projection d’un cercle :
[image: image85.jpg]



Dans la figure suivante, on observe une hyperbole obtenue par la projection d’un cercle :
[image: image86.jpg]



Or, le birapport est un invariant de la projection centrale. De ce concept est tiré l’énoncé du théorème de Chasles qui dit :

Si A, B, C, D et le point de projection P sont sur une conique, alors le birapport obtenu par la projection de A, B, C, D sur une droite n’est pas influencé par la position de P.

Or, la réciproque du théorème de Chasles énonce que « si l’on fixe quatre points A, B, C, D et si l’on envisage les faisceaux de droite de sommet P dont les rayons passent, dans l’ordre, par A, B, C, D et dont le birapport a une valeur fixée, alors P est situé sur une conique passant par A, B, C, D. Il existe une conique pour chaque valeur du birapport »
.

2. Retrouver d’où a été prise la photo
2.1 Explications sur l’utilisation du théorème de Chasles pour retrouver d’où a été prise une photo
On va expliquer comment ces concepts mathématiques rendent possible de trouver l’endroit d’où une photo a été prise. Prenons par exemple cette photo.

[image: image87.jpg]



On commence d’abord par choisir quatre points A, B, C, D que l’on peut localiser sur une carte géographique. Dans l’exemple, on a choisi la Place Dupuis, les Habitations Jeanne-Mance, la tour de Radio-Canada et l’horloge de la brasserie Molson. 

[image: image88.jpg]R1=A'C/B'C' *B'D'/A'D'

Mesutes pour calculerles birapports R1 et R2





(Voir le fichier birraport.fig)

Ensuite, on calcule le birapport R1 de ces quatre points en prenant les distances entre les points images obtenus par projection orthogonale. En référence à la réciproque du théorème de Chasles, à partir des quatre lieux situés par des points sur la carte géographique et du birapport calculé à partir de la photo, il est possible de faire afficher la conique passant par A, B, C, D sur laquelle P, l’endroit où la photo a été prise, est situé. Le problème, c’est que P peut prendre une infinité de positions. 

[image: image89.jpg]



Ainsi, on a besoin de créer une deuxième conique en gardant trois lieux en commun (A, B, C dans notre exemple). Sur la photo, on va repérer un cinquième lieu que l’on peut situer sur une carte géographique. Dans l’exemple, on a choisi l’édifice du SPVM situé sur la rue St-Urbain. 

[image: image90.jpg]R2=A'C/B'C' *B'E/A'E'
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On calcule un second birapport R2, mais cette fois avec A, B, C, E. À partir des quatre lieux situés par des points sur la carte géographique et du birapport calculé à partir de la photo, il est possible de faire afficher la conique passant par A, B, C, E sur laquelle P est situé.

[image: image91.jpg]



P doit être à la fois sur la première et la deuxième conique. Deux coniques distinctes non dégénérées ont quatre points d’intersection, lorsqu’on observe les deux coniques obtenues, elles ont bien sûr en commun les points A, B et C ; le quatrième point d’intersection sera la seule position où P peut être situé. On a trouvé d’où a été prise la photo. Dans l’exemple, il s’agit de l’extrémité Est du pavillon Président-Kennedy de l’UQÀM.
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2.2 Calculs à effectuer pour retrouver l’équation des deux coniques et comment on leur trouve chacune un 5e point pour pouvoir les déterminer
Soient A, B, C, D, E, les points des cinq lieux situés sur la carte géographique. 

Leurs coordonnées sont respectivement (xA,yA), (xB,yB), (xC,yC), (xD,yD) et (xE,yE).

Conique I (passant par A, B, C, D)

Soit R1, le birapport des points A, B, C, D calculé à partir de la photo.

Donner les expressions suivantes où x et y sont des variables :

LAB=( yA- yB) x – (xA- xB) y + xAyB - xByA
LAC=( yA- yC) x – (xA- xC) y + xAyC – xCyA

LDB=( yD- yB) x – (xD- xB) y + xDyB - xByD

LDC=( yD- yC) x – (xD- xC) y + xDyC – xCyD
La conique des positions possibles de P a pour équation :

(R1-1) LACLDB – R1 LABLDC = 0

Conique II (passant par A, B, C, E)

Soit R2, le birapport des points A, B, C, E calculé à partir de la photo.

Donner les expressions suivantes où x et y sont des variables :

LAB=( yA- yB) x – (xA- xB) y + xAyB - xByA
LAC=( yA- yC) x – (xA- xC) y + xAyC – xCyA

LEB=( yE- yB) x – (xE- xB) y + xEyB - xByE

LEC=( yE- yC) x – (xE- xC) y + xEyC – xCyE
La conique des positions possibles de P a pour équation :

(R2-1) LACLDB – R2 LABLDC = 0

Note : pour tracer ces coniques dans un plan, il s’agit de donner une valeur à x et en obtenant une équation du second degré, il ne reste plus qu’à la résoudre pour obtenir au moins une valeur en ordonnée qui est associée à la valeur de x fixée.

Les deux courbes produites sont des coniques.  Elles se coupent donc en quatre points. Trois d’entre eux sont les points A, B et C. Le quatrième est la position cherchée du point P correspondant à la position de l’objectif.

3. Mécanique interne du fichier carte.fig : le calcul des équations des coniques
Dans le fichier carte_calculs.fig , on peut observer la mécanique interne de la production des deux coniques. En effet, le fichier permet d’économiser beaucoup de calculs et de temps. Voici les calculs à  effectuer à partir des birapports et des coordonnées des points sur la carte géographique. 
À partir des coordonnées des points A, B, C, D, E (obtenues à l’aide de l’outil Coord. ou Équation), on obtient les coefficients de x et de y ainsi que le terme constant k des expressions LAB, LAC, LDB, LDC, LEB, LEC
Par exemple, LAB=( yA- yB) x – (xA- xB) y + xAyB - xByA
Ces données sont disposées de la manière suivante :
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Note : les images ont été obtenues par capture d’écran du fichier carte_calculs.fig)
Ensuite, on calcule l’équation de la conique I : (R1-1) LACLDB – R1 LABLDC = 0

Les calculs sont décomposés puisque Cabri ne fait pas de calcul algébrique comme tel. 
Tout d’abord, on calcule LACLDB. 
Nommons 
XAC, YAC et KAC  les paramètres de l’expression LAC 

XDB, YDB et KDB. les paramètres de l’expression LDB
Plus précisément, on obtient :

 le coefficient du terme X2 par :  XAC · XDB
le coefficient du terme XY par : XAC · YDB + YAC · XDB

le coefficient du terme X par : XAC · KDB + KAC · XDB

le coefficient du terme Y par : KAC ·  YDB + YAC ·  KDB

le coefficient du terme Y2 par  : YAC  ·  YDB
le terme constant K par  :  KAC · KDB
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Pour obtenir (R1-1) LACLDB, chacun des termes trouvés précédemment est multiplié par la valeur R1-1 obtenue en soustrayant 1 au birapport R1. 
Les mêmes procédures permettront d’obtenir l’expression R1 LABLDC
Enfin on obtient l’équation de la conique I : (R1-1) LACLDB – R1 LABLDC = 0, on a qu’à soustraire les termes en X2, XY, X, Y, Y2, K des deux expressions (R1-1) LACLDB et  R1LABLDC.
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Maintenant, il s’agit de tracer la conique dans le plan, mais l’outil Coniques de Cabri demande d’utiliser 5 points pour la déterminer. Puisqu’on a que les points A, B, C et D, on crée un 5e point (P1) en fixant une valeur X1. Pour se faire, on place un point X1 sur l’axe des abscisses. Après avoir obtenu ses coordonnées à l’aide de l’outil Coord. ou Équation de Cabri, on garde seulement l’abscisse pour les calculs. Celle-ci sera remplacée dans l’équation de la conique I.
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On obtient alors une équation du second degré. En la résolvant, on trouve une ou deux valeurs possibles pour l’ordonnée Y1. Si on en obtient aucune (( négatif), c’est que la valeur de X1 ne fait pas partie du domaine de la conique. Il faut alors déplacer un peu le point X1 le long de l’axe des abscisses jusqu’à ce qu’il en fasse partie.
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À l’aide de l’outil Report de mesure, on reporte la valeur de Y1 trouvée sur l’axe des ordonnées. En traçant une perpendiculaire à l’axe des abscisses passant par X1 et une perpendiculaire à l’axe des ordonnées passant par Y1, on trouve à leur intersection le 5e point cherché. Il ne reste plus qu’à tracer la conique I à l’aide de l’outil Conique de Cabri en sélectionnant les points A, B, C, D et le point P1 trouvé de coordonnées (X1,Y1).

Pour trouver la conique II, le même procédé est utilisé. On peut enfin aller lire le point d’intersection des deux coniques sur la carte (point P).
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Le fichier carte.fig contient les mêmes éléments, sauf que les calculs ont été masqués.
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