Les fondements
des mathématiques

par Morris Kline

® Les mathématiques sont souvent regardées comme la
science rigoureuse par excellence ; et cette réputation, certes,
n’est pas imméritée. Mais, au sens strict, il est impossible de
considérer cette rigueur comme absolue. En effet, depuis 1850
environ, les mathématiciens ont appris & remettre en question
les bases de leurs constructions.

m La création des géométries non euclidiennes et la
découverte de certaines antinomies ont joué a cet égard

un role décisif. Il n’est pas exagéré de parler d’'une « crise des
fondements », qui obligea les mathématiciens a proposer de
nouvelles solutions. C’est a la description et a un bilan de ces
efforts théoriques (logicisme, intuitionnisme, formalisme)

qu’est consacré le présent article de Morris Kline.

M A considérer I'histoire des mathé-
matiques a peu prés jusqu'en 1850,
on reléve deux traits marquants et
contradictoires. D'un cété, feur déve-
loppement n’est pas logique. Un mé-
lange d'intuitions, de suppositions
astucieuses, d'opérations purement
formelles appliquées de fagon non cri-
tique et d'arguments physiques con-
duisait les mathématiciens a affirmer
des énoncés appelés «théorémes ».
Bien sir, ni les profanes ni méme les
etudiants de cette discipline n'en sa-
vaient rien. Leurs professeurs, comme
teurs manuels, les poussaient a croire
que les mathématiques se dévelop-
paient sur la base de raisonnements
d’'une entiére validité, de telle sorte
que chaque résultat se trouvait établi
sans aucun doute possible. En réalite,
ce n'était vrai que de la géométrie
euclidienne, c'est-a-dire du texte dans
lequel, vers 300 av. J.-C., Euclide avait
organisé la masse des résultats géo-
métriques connus de ses prédéces-
seurs en une structure logique d’une
raisonnable solidité. Mais ce n’était
pas du tout vrai de I'arithmétique, de
'algébre, du calcul infinitésimal et
d'importantes parties de ['analyse
construites sur ce calcul.

D’un autre c6té, et cela contredisait
en apparence le caractére illogique
de ce développement, méme les
grands mathématiciens étaient con-
vaincus que les mathématiques consti-
tuaient un corps de vérités, en ce
sens que leurs assertions fournissaient
des descriptions incontestablement
vraies des phénomeénes naturels. Com-
ment des mathématiciens, conscients
dans l'ensemble du fondement incer-
tain de leurs théorémes, pouvaient-ils
croire leurs conclusions vraies ?
Comme il arrivait que leurs «théore-
mes » prédisent avec une remarquable
exactitude des événements physiques
(par exemple une éclipse de la Lune
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CHAPTER It

THE THEORY OF LOGICAL TYPES

Tue theory of logical types, to be explained in the present Chapter, re-
commended itself to us in the first instance by its ability to solve certain
contradictions, of which the one best known to mathematicians is Burali-Forti's
concerning the greatest ordinal. But the theory in question is not wholly
dependent upon this indirect recommendation: it has also 4 certain eonsonance
with common sense which makes it inherently credible. In what follows, we
shall therefore first set forth the theory on its own account, and then apply it
to the solution of the contradictions.

1. The Vicious-Circle Principle.

An analysis of the paradoxes to be avoided shows that they all result from
a certain kind of vicious circle¥®. The vicious circles in question arise fromn
supposing that a collection of objects may contain members whicl ean only he
defined by means of the collection as a whole. Thus, for example, the colleetion
of propositions will be supposed to contain a proposition stating that * all
propositions are either true or false” It would seem, however, that such a
statement could not be legitimate unless “all propositions” reforred to some
already definite collection, which it cannot do if new propositions are created
by statements about “all propositions.” We shall, therefore, have to say that
stateents about “all propositions” are meaningless. More generally, given
any set of objects such that, if we suppose the set to have a total, it, will con-
tain members which presuppose this total, then such a set cannot have a total.
By saying that a set has “no total,” we mean, primarily, that no significant
statement can be made about “all its members.”  Propositions, as the above
llustration shows, must be a set having no total. The same is trie, as we shall
shortly sce, of propositional fanctions, even when thesc are restrieted to such
as can significantly have as argument a given object a. In such cases, it is
neeessary to break up our set into smaller sets, each of which is capable of a
total. This is what the theory of types aims at effecting.

The prineiple which enables us to avoid illegitimate totalitics may be
stated as follows: “Whatever involves ofl of a collection must not be one of
the collection”; or, conversely: “If, provided a certain eollection had a total,
it would have wiwmbers only definable in terms of that total then the suid
collection has no total” We shall call this the “vicions-cirele prineiple,” be-
cause it enables us to avoid the vicions cireles involved in the asswmption of
ilegitimate totalities. Arguments which are condemned by the vicious-cirele

" See the last section of the present Chapter. Cf. also H. Poinearé,  Les mathématiques et
la logique,” Revue de Métaphysique et de Morale, Mai 1908, p. 307.

LA RECHERCHE Nc¢ 54 MARS 1975




Dans les Principla mathematica
(1910-1913), Russell et Whitehead
croyaient pouvoir fonder les
mathématiques sur la seule logique,
et en particulier donner une déduction

théoréme d'incomplétude (1931), a
démontré qu'une telle construction est
impossible. En effet, I'idée selon
laquelle un systéme mathématique
peut étre « complet» n'est qu'une
utopie : il existe des propositions qui

irrétutables.

A gauche, porirait de

Bertrand Russell (1872-1970) et une
page des Principia mathematica.
Ci-contre, portrait de Kurt Godel (1906)
et un exirait de son grand article

sur les indécidables.

purement logique de IParithmétique des
nombres naturels. Kurt GSdel, avec son

sont indémontrables et en méme temps

Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I.
Von Kurt Godel in Wicn.

1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu groferer
Exaktheit hat bekarntlich dazu gefiihrt, daf weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, daB das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)?) einerseits, das Zermelo-Fracenkel-
sche (von J.v. Neumann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Mengenlelire®) andererseits. Diese heiden Systeme sind so weit, dal}
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen
formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome und Sehlufregeln zariick-
gefiihrt sind. Es liegt daher die Vermutung nabe, daf diese Axiome
und Schlufiregeln dazu ausreichen, alle mathematischen Iragen, die
sich in den betreffenden Systemen iiberhaupt formal ansdriicken
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daB dies
nicht der Fall ist, sondern daB es in den beiden angefiihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wihnlichen ganzen Zallen gibt®), die sich aus den Axiomen nicht

") Vgl die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-naturw. K1.) 1930,
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Kesultate diesor Arbeit,

) A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl,
Cambridge 1925. “u den Axiomen des Systems I'M rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzahlbar viele
Individuen), das Reduzibilitits- uud das Auswablaxiom (fur alle Typen).

%) Vgl. A.Fraenkel, Zehn Vorlesuugen iber dio Grundlegung der Men-
genlohre, Wissensch.u. Hyp. Bd. XXXI. J.v. Neumann, Die Axiomatisierunyg
der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 27, 1928. Journ. f. reine u. angew. Math. 154
(1925), 160 (1929). Wir bemorken, daB man zu den in der angefithrten Literatur
gegebeuen mengentheorctischen Axiomen noch die Axiome wund Schlubregeln des
Logikkalkiils hinzufigen wmu8, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch far die in den letzten Jahren von
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgestellten formalen Systeme (sowcit diese
bisher vorlicgen). Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abb. aus d. math.' Sem. der
Univ. Hamburg T (1922), V1 (1928). P.Bernays, Math. Ann. 90. J.v.Neumann,
Math. Zeitschr, 26 (1927). W, Ackermaun. Math. Ann. 93.

*) D.h. genauer, es gibt unentscheidbare Sitze, in denen auBer den logi-
schen Koustanten: ~~ (nicht), \/ (oder), (x) (fir alle), = (identisch mit) keine
andercn Begriffe vorkommen als + (Addition), . (Multiplikation), beide bezogen
aaf natiirliche Zahlen, wobei auch die Prifixe () sich mur auf natirliche Zahlen
beziehen diirfen.
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ou du Soleil), méme les mathémati-
ciens les plus perspicaces étaient
convaincus que leur «raisonnement »
était essentiellement valide et que les
résultats décrivaient {e fonctionne-
ment de la nature.

Le choc des géométries
non euclidiennes.

Plusieurs événements vinrent ébran-
ler la confiance des mathématiciens
dans la justesse et la vérité de leurs
résultats. Le plus important fut la créa-
tion des géométries non euclidiennes,
fondée sur la possibilité de choisir
un groupe d'axiomes différents de
ceux d’Euclide et de construire un
corps de théorémes également diffé-
rents de ceux d'Euclide. Pour les
axiomes, la différence centrale porte
sur l'axiome des paralléles : contrai-
rement & Euclide qui pose que, par
un point donné du plan, il passe une
droite et une seule qui ne rencontre
pas une droite donnée, on peut poser
soit qu'il en passe plusieurs, soit qu'il
n'en passe aucune. Un tel choix a de
lourdes conséquences : ainsi, au lieu
que {a somme des angles d'un triangle
soit égale a 180°, elle sera, selon les
cas, inférieure ou supérieure a cette
valeur. De méme, la différence entre la
similitude et la congruence des trian-
gles sera effacée : deux triangles sem-
blables devront étre congruents.

Le simple fait qu'il puisse exister
d’'autres géométries que celle d’Eu-
clide porta un coup aux mathémati-
ques, mais la création de géométries
non euclidiennes eut de plus terribles
conséquences. D'abord, en travaillant
sur ces géométries, on s'apergut que
la logique de la géométrie euclidienne
était imparfaite & un point inquiétant.
Car Euclide avait donné beaucoup de
définitions dépourvues de sens, omis
de définir un certain nombre de con-
cepts dont i faisait pourtant usage,
et, le pis de tout, avait inconsciem-
ment employé des axiomes jamais
énoncés. Pour le dire brutalement, la
structure logique d’Euclide apparut
terriblement insatisfaisante.

Aussi, en matiére de preuves, les
mathématiques semblaient vers 1850
dans un état désespéré. £tant donné
la prodigieuse avancée de I'analyse
entre la fin du XVII° siécle et le début
du XIX® siécle, 85 % des mathémati-
ques — tout ce qui reposait sur I'arith-
métique — étaient dépourvues de tout
fondement logique. Il n'y avait qu'une
partie du sol (la géométrie eucli-
dienne) qu'on tenait pour solide; et
voild qu'elle aussi se révélait maré-
cageuse |

La création des géométries non eu-
clidiennes fit ensuite réexaminer le
second caractére essentiel des mathé-
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En 1900, Poincaré crut pouvoir affirmer
que les mathématiques avaient atteint une rigueur parfaite.

C’était prématuré.

matiques, a savoir leur vérité. Carl
Gauss, le principal responsable de
cette création, comprit aussitdt qu'on
pourrait appliquer ces nouvelles géo-
métries au monde physique, et bientdt
il fut convaincu qu'on pouvait au
moins utiliser I'une d’elles. Autrement
dit, tout en restant dans les limites
d’exactitude des observations et des
mesures, il était possible de décrire
I'espace physique avec l'une ou l'au-
tre de ces différentes géométries. Mais
si plusieurs géométries qui sont, au
moins en partie, mutuellement contra-
dictoires peuvent décrire I'espace,
alors vraiment nous ne savons pas ce
qui est vrai au sujet de 'espace phy-
sique. Tout ce que nous pouvons dire,
c’est que, si nous attribuons & l'es-
pace les propriétés énoncées dans
les axiomes d’une certaine géométrie,
euclidienne ou pas, alors les mathé-
matiques nous indiqueront les consé-
quences de cette attribution. La géo-
métrie, dans ces conditions, ne nous
fournit ocertainement pas des vérités
sur le monde physique.

Les géométries non euclidiennes,
ce triomphe de la raison, semérent
les germes d’un désastre intellectuel.
Pour un temps, les mathématiciens, y
compris Gauss, se tournérent vers
'arithmétique, I'algébre et [Ianalyse,
en disant que la se trouvait la vérité
des mathématiques. Mais au XIX® sié-
cle on créa de nouvelles algébres,
avec respectivement les quaternions,
les vecteurs et les matrices, algébres
qui ne respectent pas toutes les régles
de I'arithmétique ordinaire. Par exem-
ple., la muitiplication des deux qua-
ternions ou de deux matrices n’'est,
en général, pas commutative : alors
que 3 X 4 = 4 X 3, pour des qua-
ternions a et b, ab = ba. On com-
menga 4 comprendre qu'il y a non
pas une, mais des algébres, comme
it y a des géométries. Ainsi I'algébre
ordinaire était aussi une ceuvre hu-
maine ; rien n’'assurait que ses lois
s'appliquaient au monde physique, et
en fait cela n'a rien de nécessaire.
Ainsi, si I'on métange 2 cm3 d’hydro-
gene gazeux et 1 cm® d'oxygéne
gazeux, on n'obtient pas 3 cm® de
vapeur d’eau, mais seulement 2. Rien
ne garantit donc que [larithmétique
doit s’appliquer au monde physique.
L'algébre et [Iarithmétique n’offrent
pas, elles non plus, des vérités.

Ce qui permit aux mathématiciens
de survivre, ce fut le puissant reméde
que représentaient les merveilleux
succés de leur science : en mécani-
que céleste, en acoustique, en dyna-
mique des fluides, en résistance des
matériaux, en optique, en électricité,
en magnétisme, dans les sciences de
I'ingénieur, les mathématiques per-
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rait,

mettaient des prédictions d'une in-
croyable exactitude. Il fallait recon-
naitre un pouvoir essentiel, peut-
étre magique, a cette discipline : bien
qu'elle se fat abusivement placée sous
la protection invincible de la vérité,
elle avait remporté de telles victoires
grace a quelque mystérieure force
intérieure. §| restait a expliquer I’extra-
ordinaire aptitude des mathématiques
a s’appliquer a la nature, mais le fait
en soi était indéniable, et personne

Géométrie imaginaire.

(Par Mr. N. Lobatschewsky, recteur de l'université de Cazan.)

Il y a 4 peu prés cing ans que jai fait insérer dans un journal scienti~
fique qui paraissail 4 Cazan, quelques articles sur les élémens de la géo-
métrie. Aprés y avoir développé unme nouvelie théorie des paralléles, jai
1abhé de prouver que rien naulorise, si ce ne sont tes observations di-
rectes, de supposer dans un triangle rectiligne la somme des angles égale
a deux angles droits, et que la géoméirie n'en peul pas moins exister, si
non dans la nalure, us moins dans Panalyse, lorsquon admet P'hypothése
de la somme des angles moindre que la démicirconférence du cercle. Dans
les arlicles cilés j'élais méme parvenu, par des considéralions loujours géo-

En 1829, Nikolai Ivanovitch Lobatchevski (1792-1856) avait fait paralire en russe,
dans le Courrier de Kazan, un premier article sur la géométrie non euclidienne
(hyperbolique). Mais c’est I'article publié en 1837 dans le Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik qui fit véritablement connaitre la nouvelle

« géométrie imaginaire ».

n’osait se priver de cet outil tout-puis-
sant. Ainsi les mathématiques conser-
vérent leur place dans le monde intel-
jectuel comme dans celui des scien-
ces.

Mais le prestige des mathématiciens
avait souffert. Qu'est-ce qui distingue-
désormais, les nobles spécula-
tions mathématiques des recherches
terre a terre des autres scientifiques ?
L'espoir de rendre la vérité aux ma-
thématiques était A jamais perdu. Mais
il était possible de rendre & la géo-
métrie la rigueur des démonstrations,
et d'introduire égatement dans les
structures de [larithmétique, de Val-
gébre et de I'analyse des démonstra-
tions rigoureuses.

Dans la seconde moitié du XIX® sié-
cle, les mathématiciens donnérent a
leur discipline des fondements logi-
ques appropriés. Un mouvement dit
critique, commencé avec Bernard Bol-
zano et Augustin-Louis Cauchy, conti-
nué par Karl Weierstrass, Richard De-
dekind, Georg Cantor, Giuseppe Pea-
no, d’'autres encore, donna pour la
premiére fois a I'arithmétique, a I'al-
gebre et a l'analyse une base axio-
matique. Grace a Moritz Pasch, a
David Hilbert, etc., la géométrie euck-
dienne et les autres géométries regu-
rent une meilleure base axiomatique.

Travaillant sur la question des fonde-
ments, Cantor, obligé de manier des
collections variées de points et de
nombres, créa une nouvelle branche-
des mathématiques dont on parle
beaucoup aujourd’hui : la théorie des
ensembles. Vers 1900, la stricte base
logique des mathématiques était, en
apparence, devenue parfaite. Au con-
grés de mathématiques réuni & Paris
en 1900, Henri Poincaré, le plus grand
mathématicien de son temps, affirma
avec orgueil : « A présent nous pou-
vons dire qu'on a atteint la rigueur
parfaite. »

La crise.

Si elle s'était achevée alors, I'histoi-
re du développement des fondements
des mathématiques aurait connu une
fin heureuse. Mais la satisfaction pro-
curée par la perfection logique récem-
ment atteinte fut de courte durée. Les
mathématiques  étaient  maintenant
constituées par un ensemble de struc-
tures plutdt arbitraires, qui reposaient
chacune sur son propre ensemble
d’'axiomes. Ces structures n’étaient
pas des vérités, mais alors comment
savoir si ehles étaient consistantes ?
En effet, chague structure contient
des centaines de théorémes déduits
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des axiomes : et si deux d'entre eux
étaient contradictoires ? Si cela arri-
vait, le développement tout entier en
deviendrait absurde. Antérieurement,
c'était la vérité supposée des mathé-
matiques qui garantissait leur consis-
tance, car par nature la vérité ne
pouvait contenir de contradictions.
Ce probléme fut aggravé par la
découverte du caractére auto-contra-
dictoire de certains concepts utilisés
dans la théorie des ensembles, c¢’est-a-
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dire justement dans I'une des bran-
ches crées pour assurer la rigueur
des mathématiques. On nomma ces
contradictions des paradoxes, par un
euphémisme qui évitait de regarder la
vérité en face. En voici quelques
exemples traduits en langage courant,
mais chacun d’eux a des correspon-
dants mathématiques.

Bertrand Russell, en 1919, énonga
'un d'eux sous la forme céldbre du
« paradoxe du barbier». Un barbier
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se vante en ville de raser tous ceux
qui ne se rasent pas eux-mémes,
mais évidemment il ne rase pas ceux
qui se rasent eux-mémes. Doit-il se
raser lui-méme ? Il est clair, s'il le
fait, qu'il ne te doit pas, et s'il ne le
fait pas, qu'il le doit.

Le fameux «paradoxe de Russel »
fournit un autre exemple. Une classe
de livres n’est pas un livre, mais une
classe d’idées est une idée. Donc il
y a des classes qui appartiennent a
elles-mémes et d’autres qui ne le font
pas. Soit M la classe de toutes les
classes membres d'elies-mémes, et N
la classe de toutes les classes qui
ne sont pas membres d’elles-mémes.
A l'évidence, M et N s'excluent mu-
tuellement, mais & elles deux, elles
incluent toutes les classes. Or N est
elle-méme une classe : appartient-elle
a4 Mou a N ? Si N appartient & N,
c'est une classe qui appartient a elle-
méme et, & ce titre, elle doit appar-
tenir @ M. Si N appartient a M, alors
elle n’appartient pas & N, puisque M
et N s’excluent mutuellement. Si N
n'appartient pas a N, c'est-a-dire si N
n‘appartient pas a elle-méme, alors,
d'aprés la définition de N, ele doit
appartenir a N.

Enfin considérons le paradoxe de
Jules Richard (1905). Tout nombre en-
tier peut étre deécrit de diverses
maniéres avec des mots. Ainsi cing
peut étre désigné par le seul mot
«cing» ou par la phrase «le nombre
entier qui vient juste aprés quatre ».
Prenons la description qui contient le
plus petit nombre de lettres et don-
nons-lui le nom de description mini-
male. Considérons maintenant tous les
nombres entiers qu'on peut décrire
avec 100 lettres au plus dans ['alpha-
bet anglais. Pour chacune d’elles it
y a 26 choix ou bien aucun choix,
soit 27 choix en tout. Donc, au plus,
il y a 27'% descriptions possibles ;
méme si chacune d’elles constitue une
description minimum dotée de sens,
it y a au plus un nombre fini de
nombres susceptibles d'étre décrits
par les 27'® descriptions. Soit « le plus
petit nombre qui n'est pas descripti-
ole en 100 fettres au plus» : ce fai-
sant, nous le décrivons en moins de
100 lettres.

Comme le mit en évidence Poincaré,
la racine de ces paradoxes tient au
fait qu'on définit un objet en termes
d’une classe d'objets qui inclut I'objet
défini. En formulant une définition, on
peut facilement laisser passer ce
caractére circulaire. Supposons qu'on
définisse I'ensemble S comme étant la
collection de tous les ensembles qu'on
peut définir en 25 mots au plus. Com-
me nous venons de définir S en moins
de 25 mots, S est inclus dans la

Les fondements des mathématique

classe des ensembles par laquelle il
est défini. En réalité on a fait libre-
ment usage de telles définitions en
mathématiques.

Ainsi la question de la consistance
des mathématiques avait perdu son
caractére académique. Les paradoxes
montraient que les mathématiques
n'étaient pas consistantes et, bien que
quelques mathématiciens aient com-
mencé, avant 1900, a4 reconsidérer la
nature des mathématiques et {"accep-
tabilité des méthodes classiques de
preuve, le principal effort visa d'abord
a éliminer les paradoxes. Pour ceux
qui avaient travaillé dur, juste avant
1900, pour établir des fondements
logiques, le moyen & utiliser était
I'axiomatisation, c'est-a-dire {’explici-
tation des axiomes et des définitions,
suivie de la déduction des théorémes.
Parce que ies paradoxes apparais-
saient surtout dans [a théorie des
ensembles, on chercha & axiomatiser
ce domaine, que Cantor avait présenté
de fagon assez informelle. Entreprise
par Ernst Zermelo en 1908, cette axio-
matisation fut améliorée par Abraham
A. Fraenkel quelques années plus
tard. L'un des axiomes retenus était
I'axiome du choix : dans une collec-
tion, finie ou non, d'ensembles, on
peut choisir un élément et un seul
dans chaque ensemble et constituer
ainsi un nouvel ensemble. Cet axiome
d’apparence évidente et fort accepta-
ble souleva une tempéte de protesta-
tions. Certains lui reprochérent d'étre
trop vague. Si Fon ne spécifie pas
I'élément choisi dans chaque ensem-
ble, le nouvel ensemble obtenu reste
indéfini et donc dénué de sens. C'est
pourquoi, tout en ayant le mérite d’éli-
miner {a plupart des paradoxes,
I'axiomatisation de la théorie des en-
sembles ne pouvait satisfaire tous les
mathématiciens.

De plus, ni Zermelo ni ses proches
successeurs ne cherchérent a prouver
la consistance de la théorie des en-
sembles, si bien qu'elle restait a la
merci de la découverte d'autres con-
tradictions. Comme le disait Poin-
caré : nous avons enclos notre trou-
peau, mais peut-étre y a-t-il déja des
loups dans la bergerie.

Comme on sait, un ennui n'arrive
jamais seul.. Dans sa théorie des
ensembles, Cantor avait audacieuse-
ment manié des ensembles infinis et
méme introduit entre eux certaines dis-
tinctions. Ainsi il désigna le nombre
des entiers positifs ¥, (aleph 2zéro),
puis montra que !e nombre de tous les
sous-ensembles des entiers positifs
était égal a 280, — ce qui, soit dit en
passant, se révéla étre e nombre de
tous les nombres réels. Enfin Cantor,
a partir de considérations tout autres,
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Dans les Principia mathematica, Russell
et Whitehead essayérent d’éliminer certains paradoxes

génants, grace a la

« théorie des types ».

Mais il restait divers points obscurs.

Georg Cantor (1845-1918).

deéfinit un nouveau nombre, dit trans-
fini, X, (aleph un) et prouva que X.
était plus grand gue N, Pouvait-on
établir que 2%¢ = X, ? Cantor supposa
que 2% < X, ; cette conjecture a regu
le nom d'hypothése du continu.

Russell et Whitehead :
fe logicisme.

Vers 1910, une série de graves diffi-
cultés subsistait en particulier le
probléeme de la consistance et cer-
tains aspects de méthodologie mathé-
matique tenus pour insatisfaisants dés
avant 1900. Certains mathématiciens
émettaient des doutes sur la valeur
jusque-la supposée universelle de la
logique commune en usage en mathé-
matiques. Pour résoudre ces différen-
tes questions, trois «écoles» se
constituérent. En premier liey, il y eut
le logicisme fondé principalement par
Russell et Alfred North Whitehead.
Pour eux, les mathématiques prove-
naient de la logique, dont elles consti-
tuaient une extension. Cette thése fut
esquissée par Russell dans ses Prin-
ciples of Mathematics (1903) et déve-
loppée en détail par lui et Whitehead
dans leur ouvrage commun : Principia
mathematica (3 volumes, 1910-1913).
Dans lidée de Russell, lavantage
était de garantir ainsi la consistance
des mathématiques, puisque la logique
est incontestablement consistante et
que les mathématiques sont réduites,
par cette méthode, & une série de
déductions & partir de principes logi-

ques.

L'école logiciste commence par
développer la logique elle-méme d’ou
dérivent ensuite les mathématiques,
sans ajout d’axiomes supplémentaires.
Pour la logique, on établit quelques
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axiomes desquels on déduit les théo-
remes utilisés dans la suite des rai-
sonnements . ainsi tes lois logiques
dérivent formellement des axiomes.
Certes, dans les Principia, il reste
encore des idées non définies, com-
me dans toute théorie axiomatique,
car il est impossible de définir tous
les termes, sauf 4 s'engager dans une
suite infinie de définitions. Ainsi ne
sont. pas définies les notions de pro-
position élémentaire, de fonction pro-
positionnelle, de vérité d'une proposi-
tion élémentaire, de négation d'une
proposition et de disjonction de deux
propositions. Russell et Whitehead
expliquent ces notions, tout en indi-
quant que ces explications se situent
en marge du développement logique.

La structure compléte des Principia
est extrémement complexe. Une pro-
position est une phrase (sentence) qui
énonce un fait ou une relation : par
exemple, «Jean est un homme ». Une
fonction propositionnelle contient une
variable : par exemple, «x est un en-
tier ». Si on substitue 2 a la variable
x, on obtient une proposition. Si les
éléments d'un ensemble sont des
objets individuels, fes fonctions propo-
sitionnelles qui s'appliquent a ces
éléments sont dites de type 0. Quand
les éléments d'un ensemble sont eux-
mémes des fonctions propositionnel-
les, toute fonction propositionnelle qui
s'applique & eux est dite de type 1.
Et de fagon générale, si une fonction
contient des variables soit égales, soit
inférieures & n, cette fonction est de
type (n + 1).

La théorie des types cherche & évi-
ter les paradoxes qu'engendre une
collection d’objets contenant un élé-
ment définissable seulement en termes
de cette collection. Dans cette inten-
tion, Russell et Whitehead décidérent
que «tout ce qui inclut tous les élé-
ments d'une collection ne doit pas
étre soi-méme un élément de cette
collection ». Ainsi, une fonction pro-
positionnelle ne peut admettre pour
argument quelque chose de défini en
termes de {a fonction méme.

Cependant cette théorie conduisait
a distinguer selon leur type les clas-
ses d'énoncés, d'ot un développe-
ment extrémement compliqué pour le
moindre fragment mathématique. Par
exemple, dans les Principia, deux
objets a et b sont égaux si, pour toute
propriété P(x), et P(a) et P(b) sont des
propositions équivalentes (chaque pro-
position implique l'autre). Mais P peut
éire de différents types, car elle peut
contenir des variables d'ordres divers
comme les objets individuels a ou b.
Or la définition de I'égalité doit étre
applicable & tous les types de P, d'ol
la nécessité d’une infinité de relations

d'égalité, une pour chaque type. De
méme un nombre irrationnel est de
type plus élevé qu’un rationnel, lequel,
a4 son tour, est de type plus élevé
qu’'un entier : ainsi la suite des nom-
bres s'ordonne en différents types.
Pour pallier cette complexité, Russell
et Whitehead eurent recours a I'axiome
de réductibilité qui affirme ['existence,
pour toute fonction propositionnelle
de n'importe quel type, d'une fonction
équivalente de type zéro.

De cette maniére, le logicisme fon-
dait les mathématiques sur la logique :
il n'était nul besoin d’avoir des axio-
mes propres aux mathématiques, et
celles-ci se voyaient réduites a une
extension naturelle des lois et du
domaine de la logique. Ce point de
vue fut fort critiqué. On rejeta I'axiome
de réductibilité, & cause de son carac-
tére arbitraire, considérant qu'il
n'avait aucune place en mathémati-
ques et, de soi, ne pouvait rien prou-
ver. D’ailleurs, le systéme des Princi-
pia demeure incomplet et contient
nombre de détails obscurs. If a sus-
cité, par la suite, bien des travaux de
simplification et de clarification.

De plus, la thése logiciste fait des
mathématiques une science logico-
déductive et rien d'autre, dont les
théorémes découlent des lois de la
pensée. Mais, comme Russell devait le
reconnaitre, les postulats de logique
et toutes leurs conséquences sont ar-
bitraires et formels, en ce sens qu'ils
ont seulement une forme sans con-
tenu. En conséquence les mathémati-
ques, elles aussi, n'ont pas de contenu
mais seulement une forme. Les signi-
fications physiques que nous donnons
aux nombres ou aux concepts géomé-
triques ne font pas partie des mathé-
matiques. D'ou la boutade de Russell :
les mathématiques sont un domaine
ol nous ne savons jamais de quoi
nous parlons, ni si ce que nous disons
est vrai. Comment alors cet appareil
de déductions tirées des lois de ia
pensée peut-il représenter des phéno-
meénes naturels aussi divers, relevant
de lacoustique, de {'électromagné-
tisme ou de la mécanique ? Enfin la
création mathématique nécessite le
secours de Dlintuition perceptive ou
imaginaire pour engendrer de nou-
veaux concepts, dérivés ou non de
I'expérience. Sinon, comment produire
de nouvelles connaissances ?

Le formalisme du programme oQis~
tique ne représente aucunement la
réalité des mathématiques; il en at-
teint I'écorce, et non pas le noyau.
Sarcastique, Poincaré remarqua : «la
théorie logistique n'est pas stérile,
puisqu'elte engendre des contradic-
tions ». C'est imexact si l'on accepte
la théorie des types, mais celle-ci est
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Henri Poincaré (1854-1912).

artificielle. Hermann Weyl, un mathé-
maticien allemand de premiére valeur,
attaqua aussi le logicisme, dont la
structure complexe « affaiblit notre
foi presque autant que les doctrines
des Péres de I'Eglise ou de la’scolas-
tigue médiévale ». De nombreux ma-
thématiciens, cependant, acceptérent
la thése logiciste. De plus, le travail
de Russell et Whitehead eut le mérite
de proposer une axiomatisation de la
logique sous une forme entiérement
symbolique, ce qui fit considérable-
ment progresser la logique mathéma-
tique.

Brouwer et Pintuitionnisme.

Une voie radicalement différente fut
suivie par les intuitionnistes a partir
de ia fin du XIX® siécle, quand tout
le monde cherchait a fonder le sys-
téme des nombres et la géométrie. Le
fondateur de !intuitionnisme moderne
pris comme un systéme est le mathé-
maticien hollandais Luitzen E.J. Brou-
wer. Une grande partie de ses travaux
mathématiques, notamment en topo-
logie, ne s'accorde pas 4 sa propre
philosophie, mais on ne saurait dou-
ter du sérieux de ses prises de posi-
tion en la matiére. Dés sa thése de
doctorat Sur Jes fondements des
mathématiques (1907), Brouwer com-
menga & construire I'édifice intuition-
niste. Pour lui, {intuition fondamentale,
c'est que nous ayons des perceptions
différentes & des instants successifs.
Nous percevons successivement I'exis-
tence de différentes paires d’objets,
puis nous abstrayons de toutes ces
manifestations particulidres la notion
de paire. Ainsi la forme vide qui reste
commune & toutes les paires devient
intuition originale des mathématiques
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(c'est la relation de n A n + 7). Donc,
par une répétition indéfinie, ['esprit
forme le concept des nombres natu-
rels successifs. L'idée que les entiers
dérivent de l'intuition temporelle avait
déja été soutenue par Kant, par Wil-
liam R. Hamilton dans son Algébre
comme science du temps, et par le
philosophe Arthur Schopenhauer.

Brouwer congoit la pensée mathé-
matique comme un processus de
construction qui édifie son propre uni-
vers, indépendant de celui de I'expé-
rience et sans modéle, avec cette
seule restriction qu'il faut se baser
sur l'intuition mathématique fondamen-
tale. Celle-ci ne constitue pas une
idée non définie, comme dans les
théories fondées sur des postulats,
mais elle fournit les termes dans les-
quels seront intuitivement congues
toutes les idées non définies qui ont
cours dans les divers systémes mathé-
matiques quand on Jésine les utiliser.
Selon Brouwer, «dans ce processus
de construction, soumis & {'obligation
de noter avec soin les théses intuiti-
vement acceptables et celles qui ne
le sont pas, réside le seul fondement
possible pour les mathématiques ».

Les idées mathématiques sont anté-
rieures dans {'esprit humain au lan-
gage, & la logique et A !'expérience.
C'est lintuition, et non [I'expérience
ou la logique, qui détermine la jus-
tesse et l'acceptabilité des idées. Mais
toutes ces considérations sur le réle
de lintuition sont 4 entendre dans un’
sens philosophique, et pas dans un
sens historique. Ainsi, pour Brouwer,
les objets mathématiques sont acquis
par une construction de [I'intellect,
dont ['acquisition des nombres de
base (1, 2, 3, ...) fournit le prototype.
La possibilité de répéter indéfiniment
le passage de n & n + 1 conduit a
constituer des ensembles infinis. L'in-
fini de Brouwer n'est que l'infini po-
tentiel d'Aristote, tandis que les
mathématiques modernes, telles que
les fondait Cantor par exemple, font
un usage extensif d'ensembles vérita-
blement infinis dont tous les éléments
sont présents au méme instant.

En relation avec la notion d’ensem-
ble infini, Hermann Weyl, intuitionniste
également, écrivait «la suite des
nombres qui se continue indéfiniment
[...] est une multitude de possibilités
ouvertes & l'infini ; elle reste A jamais
en état de création, ce n'est pas un
royaume clos d'entités existant en soi.
Pour avoir aveugiément transformé
'un en {'autre, nous avons suscité une
source de difficultés, dont les anti-
nomies [autre nom des paradoxes];
et cette source est de nature plus fon-
damentale que ne Yindiquait le prin-
cipe du cercle vicieux de Russell.
Brouwer nous a ouvert les yeux et

Les fondements des mathématique

montré combien les mathématiques
classiques, appuyées sur une croyance
en l'absolu transcendant toutes les
possibilités de réalisation des hom-
mes, dépassent les énoncés qui peu-
vent prétendre & un sens réel et A une
vérité fondée sur I'évidence. »

Le monde de lintuition mathémati-
que s'oppose a celui des perceptions
causales. A ce demnier appartient le
langage qui sert 4 comprendre le jeu
des relations ordinaires. Mots et en-
chainements verbaux servent & com-
muniquer des vérités. A I'aide de sons
et de symboles, le langage entend
donner la copie des idées humaines,
mais on ne peut jamais complétement
symboliser fes pensées. Cela vaut
aussi pour le langage mathématique,
méme dans sa forme symbolique : les
idées mathématiques sont indépen-
dantes du vétement que leur offre e
langage, et en fait elles le dépassent
en richesse.

La logique appartient au langage.
Elle donne un systéme de régles qui
permet de déduire d'autres enchaine-
ments verbaux. Néanmoins ces vérités
(secondes), ne sont pas telles avant
qu'il en soit fait 'expérience ; et on
ne saurait pas davantage garantir que
leur expérience soit possible. La logi-
que n'est pas un instrument auquel
se fier pour découvrir des vérités,
elle ne peut servir a déduire des véri-
tés non atteignables par quelque autre
voie. Les principes logiques se con-
fondent avec la régularité qu'on peut
observer a posteriori dans le langage.
Autrement dit, #s constituent un
moyen de manier te langage, ou en-
core la théorie de la représentation
linguistique. Ce n'est pas en perfec-
tionnant la forme logique, mais en
modifiant la théorie de base qu'on
réalise les plus grands progrés mathé-
matiques. La logique repose sur les
mathématiques, et non linverse.

Puisque Brouwer n'admet aucun
principe logique comme obligatoire a
priori, it n'admet pas le souci mathé-
matique de déduire des conclusions &
partir d’axiomes. Les mathématiques
ne sont pas tenues de respecter les
régles logiques, aussi les paradoxes
sont-ils sans importance, méme quand
on accepte les conocepts et tes cons-
tructions qui y touchent. Ces concepts
et ces preuves d'ailleurs, les intuition-
nistes ne les acceptent pas tous. L'un
des buts de I'école fut de trier entre
les principes logiques pour rendre la
logique usuelle conforme, en elle-
méme et dans ses modes d'expres-
sion, aux intuitions correctes. Brouwer
cite fe principe du tiers exclu comme
un exemple de trop libre utilisation.
Ce principe affirme que tout énoncé
doté de sens est ou vrai ou faux; il
joue un réle de base dans la méthode
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Hilbert, leader de I'école formaliste, pensait avoir résolu
le probléme de la « consistance » des mathématiques.
Mais Kurt Gédel, en 1931, montra qu’il n’en était rien.

de démonstration indirecte. Historique-
ment, il est venu du maniement d'en-
sembles finis; abstrait, puis accepté
comme principe indépendant a prion,
il fut, sans autre justification, appliqué
aux ensembles infinis. Dans un ensem-
ble fini, on peut vérifier pour tout
élément, en les prenant un a un, s'il
posséde ou non ta propriété P; cela
devient impossible pour un ensemble
infini. Pour un tel ensemble, il arrive
que 'on sache qu'un élément ne pos-
séde pas la propriété en question ; ou
il peut se faire que, selon le mode
de construction de I'ensemble, on
sache, ou on puisse prouver, que cha-
que élément posséde la propriété. En
tout cas, on ne peut ict recourir au
principe du tiers exclu.

Si I'on prouve que les éléments d'un
ensemble infini ne possédent pas tous
une propriété, la conclusion « il existe
au moins un ¢lément qui ne la pos-
séde pas» est rejetée par Brouwer.
Par exemple, une fois nié¢ le fait que
ab = ba soit vérifié, tes intuitionnistes
n'en concluent pas que, pour tous les
nombres, il existe bien un a et un b
tels que ab = b2. L'existence d’un tel
a et d'un tel b devra étre démontrée
par une preuve constructive. En con-
séquence, les intuitionnistes rejettent
nombre de démonstrations d'existence.
Et le recours au principe du tiers
exclu n'est admis que s'il est possi-
ble d'atteindre la conclusion visée en
un nombre fini d'étapes, par exemple
s'il s’agit de décider si un livre con-
tient des fautes d'impression. Dans les
autres cas, les intuitionnistes nient
qu'une décision soit possible. En res-
treignant l'usage du principe du tiers
exclu, on engendre des propositions
indécidables, c'est-a-dire des énoncés
dont pour les ensembles infinis, on ne
peut prouver ni la vérité ni la faussete.

Les intuitionnistes réclament des
définitions constructives des concepts
utilisés. Pour eux, linfini existe en ce
sens qu'on peut toujours trouver un
ensemble fini plus grand qu’'un ensem-
ble donné. Mais, pour discuter de
tout autre type d’infini, ils réclament
quon en donne une méthode de
construction ou de définition réalisa-
ble en un nombre fini d'étapes. Cette
exigence les pousse & exclure tout
objet dont I'existence est établie par
un raisonnement indirect, c'est-a-dire
en prouvant que supposer s€a non-
existence conduit 4 une contradiction.

Brouwer et son école ne se sont
pas limités & critiquer, ils ont cherché
a4 batir une nouvelle mathématique
sur la base des constructions accep-
tables a leurs yeux. lls ont réussi a
conserver le calcul infinitésimal, et son
usage des limites, mais au prix d'une
construction trés compliquée. lls ont
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aussi rebati des parties élémentaires
de I'algébre et de la géométrie. Mais
il est clair que leurs mathématiques
different radicalement de ce que les
mathématiciens acceptaient presque
universellement avant 1900.

Hilbert et le formalisme.

Hilbert fut le leader de I'école for-
maliste, la troisidme des principales

philosophies des mathématiques. N

commenca a y travailier en 1904, avec,
Vintention de fonder le systdme des)
nombres sans recourir & la théorie,
des ensembles et d'établir la consis-!
tance de [l'arithmétique. Ce dernier
point était devenu crucial pour lui,
puisqu'il avait établi la consistance de
la géométrie en la réduisant A celle
de larithmétique. Hilbert acceptait la
notion d'infini actuel et louait grande-
ment les travaux de Cantor. |l était
aussi désireux de conserver les purs
concepts et démonstrations d'exis-
tence, comme par exemple la plus
petite borne supérieure dont la défi-
nition se révéla circulaire.

Il fit une communication sur ses
théses au congrés international de
1904. Puis il abandonna ce sujet pen-
dant quinze ans. Alors, pour répondre
aux critiques intuitionnistes dirigées
contre I'analyse classique, il reprit la
question des fondements et continua
d'y travailler jusqu'a la fin de sa car-
riene. A partir de 1920, il publia plu-
sieurs articles s’y rapportant et dont
la vateur lui gagna un certain nombre
de partisans. Les formalistes s'imposeé-
rent de traiter la logique en méme
temps que les mathématiques. Dans
ces derniéres, chaque domaine dis-
tinct devait recevoir un fondement
axiomatique, & l'aide de concepts et
de principes {ogiques et mathémati-
ques. La logique est un langage de
signes qui nous permet de traduire
les énoncés mathématiques en formu-
les et les raisonnements en procédés
formels. Les axiomes se bornent a
exprimer les régles grace auxquelles
les formules découtent les unes des
autres. Tous les signes et les symboles
d’opération sont détachés de leur pos-
sible signification quant au contenu.
Donc tout sens est éliminé des sym-
boles mathématiques. En 1926, Hilbert
écrivait que les objets de la pensée
mathématique sont les symboles eux-
mémes. Les symboles sont l'essence
de cette pensée, ils ne remplacent
plus les objets physiques idéalisés.
Les formules peuvent intuitivement
impliquer des énoncés dotés de sens,
mais ces implications ne font pas par-
tie des mathématiques.

Parce que l'analyse repose sur |ui,
Hilbert conserve le principe du tiers
exclu ; selon son expression, «inter-

dire 2 un mathématicien d'utiliser ie
principe du tiers exclu équivaut a
priver I'astronome de son télescope et
le boxeur de ses poings ». Parce que
les mathématiques ne traitent que des
expressions symboliques, toutes les
régies de la logique aristotélicienne
sont applicables & ces expressions
formelles. Dans cette nouvelle pers-
pective, les mathématiques pouvaient
manier des ensembles infinis. De plus,
Hilbert pensait éviter les paradoxes en
évitant 'usage explicite du mot
« tout ».

Une démonstration mathématique
consistera dans P'assertion d’une pre-
miére formule, puis dans I'affirmation
que celle-ci en implique une autre,
d'ou l'assertion de la seconde for-
mule. Par ce procédé, répété plusieurs
fois, on aboutira a l'assertion d'une
formule finale qui sera limplication
des axiomes ou des conclusions anté-
rieures et qui constituera la démons-
tration d’un théoréme. De plus, il est
permis de substituer un symbole, ou
un groupe de symboles, & un autre.
Ainsi les formules sont tirées de for-
mules établies auparavant, par appli-
cation des régles de maniement des
symboles. Chacun peut vérifier si une
proposition donnée a été obtenue a
partir d'une suite appropriée d'autres
propositions. Pour les formalistes,
démonstration et rigueur ont un carac-
tére bien défini et objectif.

Dans ceite perspective, les mathé-
matiques proprement dites sont une
collection de systemes formels dont
chacun construit sa propre logique en
méme temps que son contenu mathé-
matique, posséde ses propres con-
cepts, axiomes, régles de déduction
des théorémes (par exemple des ré-
gles concernant I'égalité ou la substi-
tution), et ses propres théorémes. La
tdche des mathématiques consiste &
développer chacun de ces systémes
déductifs : elles ne sont plus une dis-
cipline qui traite de quelque chose,
mais une collection de systémes for-
mels ol on obtient des expressions
formeiles A4 partir d'autres telles
expressions au moyen de transforma-
tions formelles.

Hilbert et ses éléves Wilhelm Acker-
mann, Paul Bernays et John von
Neumann définirent de 1920 a 1930
une méthode pour établir la consis-
tance de tout systéme formel : elle est
connue sous Je nom de Beweistheorie
(théorie de la démonstration) de Hil-
bert, ou encore métamathématique.
Dans oe but, Hilbert proposait de
recourir & une logique particuliére,
fondamentale et a P'abri de toute
objection, en employant un mode de
raisonnement concret et fini dun
genre admis universellement et trés
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proche des principes intuitionnistes.
En étaient écartés des principes dis-
cutés, comme I'axiome du choix, la
démonstration d'existence par la con-
tradiction et l'induction transfinie. Au
contraire, les démonstrations d’exis-
tence devaient étre constructives.
Comme un systéme formel peut ne
pas avoir de limites, {a métamathéma-
tique devait manier des concepts et
des questions liées & des systémes
infinis, au moins de fagon potentielle.
Mais on devait se servir seulement de

. méthodes de démonstration d’ordre

fini. 11 ne devait y avoir aucune réfé-
rence & un nombre infini de propriétés
structurelles des formules ou a un
nombre infini de manipulations des

formules.

Kurt Gddel et les indécidables.
Parce que la consistance d’'une
grande partie des mathématiques

classiques pouvait se réduire & celle
de l'arithmétique des nombres natu-
rels ou & la théorie des ensembles,
la consistance de cette arithmétique
fut au centre des préoccupations. Le
groupe formaliste crut atteindre ce but
ou en étre trés proche, une fois éta-
blie la consistance des systémes for-
mels simples. Mais en 1931 je premier
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grand texte de Kurt Godel vint ruiner
cet espoir. Dans cette étude « Sur les
propositions formellement indécidables
des Principia mathematica et les sys-
témes associés | », il montra qu'on ne
peut établir la consistance d'un sys-
téme comprenant 1a logique usuelle et
la théorie des nombres 2 I'aide de la
logique étroite, qui seule est permise
en métamathématique. Selon le mot
de Wey! 2 cette occasion, Dieu existe
puisque les mathématiques sont con-
sistantes, et le Diable existeé aussi
puisque nous ne pouvons prouver
cette consistance.

Ce résultat de Godel est d'ailleurs
le corollaire d'un autre de ses résul-
tats, encore plus étonnant, & savoir
son théoréme d’incomplétude : si une,
théorie formelle T qui contient la théo- :
rie des nombres est consistante et si:
les axiomes du systdéme formel de
‘arithmétique sont des axiomes ou des
théorémes de T, alors T est incom-
pléte. C'est-a-dire qu'il existe dans la
théorie des nombres un énoncé S tel
que ni S ni non-S n'est un théoréme
de 1a théorie : il y a donc, dans la
théorie des nombres, un énoncé wvrai
qu'on e peut démontrer. Ce résultat
s'applique au systéme de Russell et
Whitehead, a celui de Zermelo et
Fraenkel et & I'axiomatisation hilber-
tienne de la théorie des nombres.

L'incomplétude est une tare puis-
qu'un systéme formel se révéle inca-
pable de démontrer toutes les asser-
tions qu'il peut produire. Et, ‘pour
ajouter f'insulte a la blessure, il y a
des assertions indécidables dans le:~
systéme, mais dont on saisit intuiti-
vement la verité. On ne peut venir &
bout de cette incomplétude en ajou-
tant S ou non-S aux axiomes du sys-
téme ; car Godel démontrait que tout

gramme formaliste était en soi inac-
ceptable pour les intuitionnistes. Brou-
wer flétrit I'entreprise en 1925 : certes,
des traitements axiomatiques formalis-
tes permettront d'éviter les contradic-
tions, mais ils ne produiront rien d'in-
téressant en mathématiques. Une
théorie fausse demeure fausse méme
si on n'y trouve pas de contradiction,
tout comme un acte criminel reste cri-
minel, qu'il soit ou non condamné par
un tribunal. Sarcastique, Brouwer no-
tait : «A {a question de savoir ou
trouver {a rigueur mathématique, les
deux camps donnent des réponses
différentes. Les intuitionnistes disent :
dans l'esprit humain ; et les formalistes
disent : sur le papier.» Weyl aussi
critique le programme hilbertien

« Les mathématiques de Hilbert sont
un jeu agréable de formules, plus plai-
sant méme que les échecs. Mais quel

rapport a-t-il avec la connaissance,
puisque ses formules, comme on
f'avoue, n'ont aucun sens matériel

gréce auquel on puisse exprimer des
vérités intuitives ?» C'était négliger
lintention initiale des formalistes, a
savoir établir 1a consistance, la com-
plétude et d'autres propriétés des
mathématiques. Sur le fond, les forma-
listes ne voulaient pas réduire les
mathématiques & un simple jeu; au
contraire ils y voyaient une science
objective.

En réponse, Hilbert accusa Brouwer
et Weyl de chercher 4 se débarrasser
de tout ce qui ne les arrangeait pas,
de sorte que [lintuitionnisme n'était
plus que «trahison de la science ».
Quoi qu'il en soit, il fallait reconnai-
tre I'échec aucune des solutions
proposées 2a la question des fonde-
ments n'arrivait a satisfaire tout le
monde ni & démontrer la consistance.

systéme contenant la théorie des nom-%.Depuis 1931, rien n’est venu y porter

bres doit contenir une proposition
indécidable. Ainsi Brouwer faisait voir
que lintuitivement «certain» est
moindre que le mathématiquement
«démontré » et Godel montrait que
Iintuitivement « certain » dépasse le
mathématiquement « démontrable ».
Autre conséquence, aucun systéme
d’axiomes ne peut englober, non pas
la totalité des mathématiques, mais
une de leurs branches prise intégra-
tement, car aucun systéme d'axiomes
de oe genre n'est complet. Et la
croyance de la fin du XIX® siécle que
les mathématiques sont coextensives
a la collection des branches axiomi-
sées, c'est-a-dire la foi dans I'axioma-
tisation, était ruinée. La seule res-
source restante était de trouver de
nouvelles méthodes de démonstration
qui dépasseraient celles permises
dans la métamathématique de Hilbert.
Couronné de succés ou non, le pro-

reméde, les choses se sont plutdt
compliquées que résolues.

Deux résuitats ultérieurs sont au
moins & mentionner. Dans /a Consis-
tance de l'axiome du choix et de I'hy-
pothése généralisée du continu avec
les axiomes de la théorie des ensem-
bles (1940, éd. revue 1951), Godel
démontra que si le systéme Zermelo-
Fraenkel est consistant sans l'axiome
du choix, il le reste si on lui ajoute
cet axiome : autrement dit, on ne peut

réfuter I'axiome du choix. De méme. [

"hypothése du continu (il n'y a pas
de nombre cardinal entre X, et 2%q)
est consistante avec le systéme Zer-
melo-Fraenkel (sans I'axiome du
choix). En 1963, un mathématicien de
Stanford, Paul J. Cohen, établit que
ces deux axiomes (choix et hypothése
du continu) sont indépendants du sys-
téme Zermelo-Fraenkel : on ne peut
pas les démontrer sur la base de ce
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Les mathématiques ne sont pas fondées de fagon
parfaitement logique.

Mais la logique, selon le mot de Hermann Weyl,

demeure pour le mathématicien une hygiéne nécessaire.

systéme. De plus, si 'on conservait
'axiome du choix dans le systéme
Zermelo-Fraenkel, on ne pourrait dé-
montrer dans oce systéme [I'hypothése
du continu. Tout cela indique que
nous sommes libres de construire de
nouveaux systémes des mathémati-
ques sans teur incorporer I'un de ces
deux axiomes fort discutés, ou méme
les deux.

Aujourd’hui : des mathématiques
sans lHusion. :

L’état présent des mathématiques
peut susciter des regrets. Leur préten-
tion de vérité a dd étre abandonnée.
Les efforts pour &liminer les paradoxes
et établir la consistance des structu-
res ont jusquici échoué. Plus per-
sonne n'est d’accord sur les axiomes
qu'on peut utiliser. Sans compter la
variété des algébres et des géomé-
tries, il faut maintenant acoepter le
fait qu'on a ta liberté de recourir a
I'axiome du choix et a {'hypothése du
continu ou de les rejeter. De ces di-
vers choix possibles peuvent naitre
des mathématiques tout aussi diver-
ses. Méme sur les méthodes de rai-
sonnement il- y a maintenant des
désaccords. Le principe du tiers exclu
a cessé d'étre tenu pour un principe
de logique inattaquable ; les démons-
trations d'existence qui ne permettent
pas le ocalcul des quantités dont
I'existence est établie, que ce soit
avec ou sans l'aide du principe du
tiers exclu, sont un sujet de dispute.
il faut abandonner 4a prétention de
raisonner de fagon impeccable. Fina-
lement, te concept de mathématiques
qui prévaut, a savoir une collection de
structures, chacune fondée sur son
propre lot d'axiomes, est incapable
denglober tout ce que les mathémati-
ques devraient englober.

Devant ces variétés d’axiomes et de
principes de raisonnement, quel mo-
dus vivendi retenir ? Quels choix
faire ? Autrement dit, dans quelle di-
rection %es mathématiques devraient-
efles aller ? L'histoire fournira la
réponse. Depuis qu'on a reconnu, il
y a plus d'un siécle, la diversité des
algébres et des géométries, chacun a
d0 se décider. Les mathématiciens
perspicaces ont su quoi choisir. i faut
continuer de faire des mathématiques,
soit pour leur valeur scientifique, évi-
dente ou en puissance, soit pour la
beauté des démonstrations et des
résultats.

Faut-il en conclure qu'en tant que
corps de savoir établi avec justesse,
les mathématiques ne sont qu'illu-
sion ? Faut-il abandonner le raison-
nement déductif et se tourner vers les
arguments dotés d'une justesse intui-
tive, vers Pévidence empirique, vers
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les arguments inductifs ? Aprés tout,
on agit ainsi en physique et, méme
quand on y utilise des mathématiques
déductives, on y est moins exigeant
que tes mathématiciens en ce qui con-
cerne la nigueur. Mais cela ne semble
pas étre Je bon chemin. Qui a quelque
connaissance des acquis mathémati-
ques se refusera & abandonner lidéal
et tes objectifs de cette discipline. Ce
dont nous avons besoin, c'est d'ap-
précier autrement la nature des dé-
monstrations.

D’abord, 1a preuve déductive a une
valeur immense. Par-dela ses obscurs
fondements, elle rend possible une
organisation du savoir, efficace et di-
gne de confiance. En outre, elle nous
donne une relative assurance : elle
nous convainc de la validité d’un théo-
réme quand des énoncés raisonnable-
ment sensés et intuitivement plus
acceptables, portant sur les nombres
ou sur des figures géométriques, sont
valides. La démonstration établit des
énoncés plus douteux en se fondant
sur des énoncés qui le sont moins et
elle réduit d’autant le nombre des
énoncés & accepter par intuition ou
sur le mode heuristique. A mesure
qu'on localise les difficultés dans un
secteur limité des mathématiques, on
augmente la sécurité d'emploi du
corps central.

Toutefois il nous faut bien renoncer
a exiger une démonstration absolue
ou totalement rigoureuse. Si nous met-
tons en question les énoncés acceptés
de fagon intuitive, nous ne pouvons
ies démontrer qu'en usant d'autres
énoncés eux aussi intuitifs. Méme ces
derniéres intuitions, nous ne pouvons
par démonstration les faire remonter
trop haut, sous peine de faire naitre
des paradoxes ou d'autres difficultés
sans solution, notamment en logique.
Vers 1900, un célébre mathématicien
frangais, Jacques Hadamard a dit :
« La fogique sanctionne les conquétes
de lintuition. » Ce jugement n’est plus
admissible. Mieux vaut dire avec Her-
mann Weyl : «La logique est I'hygi¢ne
qu'un mathématicien pratique pour
garder santé et vigueur & ses idées. »

1l nous faut reconnaitre que la ri-
gueur n'est pas une réalité, mais un
but dont on peut s'approcher, proba-
blement sans jamais {'atteindre. 1l nous
faut constamment nous efforcer d’affer-
mir ce que nNous avons, mais sans
espérer atteindre la perfection. La
morale de I'histoire, c'est que, tout en
cherchant 4 atteindre ce but inattei-
gnable, nous pouvons continuer & pro-
duire ces ceuvres merveilleuses et uti-
tes qui ont fait la gloire passée des
mathématiques. Tout en ayant perdu
nos illusions, nous pouvons continuer
a faire des mathématiques ; comme le

dit ’'Américain E.H. Moonre, « pour au-
jourd'hui, la rigueur déja obtenue est
suffisante ».

Certains, pourtant, espérent trouver
une autre solution. Le groupe de ma-
thématiciens frangais qui a adopté le
pseudonyme coliectif de Nicolas Bour-
baki a avancé ce constat encoura-
geant : «Il y a maintenant vingt-cing
siécles que les mathématiciens prati-
quent la correction de jeurs erreurs,
ce qui, comme il est visible, a entichi
et non appauvri leur science ; cela les
autorise a envisager sereinement l'ave-
nir. » Que cet optimisme soit justifié
ou pas, on peut souscrire & ia remar-
que de Weyl : «La question des fon-
dements derniers et de la signification
dernidre des mathématiques reste ou-
verte; nous ne savons pas dans
quelle direction se trouve la solution
finate, ni méme si nous pouvons espé-
rer trouver -une téponse objective
finale. Peut-8tre le «travail mathéma-
tique » est-il une.activité créatrice de
I'homme, comme le langage ou la
musique, essentiellement originale et
dont les décisions historiques défient
une compléte rationalisation objec-
tive. » ]
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