
Th�eor�eme de Gauss-Bonnet-Chern

Dim
e Ivanovski - Julien Keller

17/07/2000



Le th�eor�eme de Gauss-Bonnet est l'un des plus 
�el�ebres th�eor�emes de la

g�eom�etrie di��erentielle. Il est parti
uli�erement stimulant d'un point de vue in-

telle
tuel 
ar il met en relation dans le 
adre d'une vari�et�e di��erentiable, des

invariants topologiques ave
 des notions g�eom�etriques intrins�eques. Gauss en �t

la preuve dans le 
as des triangles g�eod�esiques (1827) et en 
omprit l'importan
e

pour le d�eveloppement de la g�eom�etrie moderne. La version donn�ee par Bon-

net (1848) traitait le 
as d'une vari�et�e M 
ompa
te de dimension 2, sans invo-

quer la puissan
e de la g�eom�erie di��erentielle, et permettait d'obtenir la formule

R

KdA = 2��(M) en 
onsid�erant la th�eorie du degr�e des appli
ations. Cet

argument �etait repris par Heinz Hopf pour obtenir la premi�ere g�en�eralisation

du th�eor�eme lorsque M est une hypersurfa
e 
ompa
te de dimension n paire.

Dans 
e qui suit, nous allons pr�esenter une preuve intrins�eque due �a Chern en

1944 pour M une vari�et�e 
ompa
te, lequel s'inspira des travaux pr�eliminaires

d'Allendoerfer et de Weil. Pour 
ela, nous serons oblig�es d'aborder plusieurs

"êtres" math�ematiques qui trouvent leur pla
e dans de nombreux domaines des

math�ematiques fondamentales, dont la g�eom�etrie riemannienne, la g�eom�etrie

alg�ebrique, la topologie alg�ebrique, l'alg�ebre 
ommutative...

En�n, pour �nir, nous donnerons des pistes vers d'autres g�en�eralisations du

th�eor�eme de Gauss-Bonnet 
omme le th�eor�eme de Riemann-Ro
h et le th�eor�eme

d'Atiyah-Singer en privil�egiant, faute de temps, les 
on
epts aux d�emar
hes te
h-

niques.
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1 Cara
t�eristique d'Euler

1.1 Introdu
tion �a la Cohomologie de De Rham

L'objet de 
ette partie est de donner quelques notions �el�ementaires sur la Cohomologie de de

Rham, et d'introduire notamment un invariant topologique, la 
arat�eristique d'Euler � pour une

vari�et�e 
ompa
te. Dans toute la suite, nous appellerons vari�et�e toute vari�et�e di��erentiable de


lasse C

1

.

D�e�nition 1.1.1 Soit X une vari�et�e. Notons F

k

(X) = f� 2 


k

(X)jd� = 0g l'espa
e

ve
toriel des formes di��erentielles ferm�ees de degr�e k et d


k�1

(X) l'espa
e ve
toriel des

formes exa
tes de degr�e k. Alors, on appellera k-i�eme espa
e ve
toriel de 
ohomologie de X,

l'espa
e quotient

H

k

(X) = F

k

(X)=d


k�1

(X)

ave
 pour k = 0; H

0

(X) = F

0

(X): Par ailleurs, si � 2 F

k

(X); son image [�℄ par l'appli
ation

de passage au quotient s'appelle la 
lasse de 
ohomologie de �

Exemple 1 H

0

(X;R) = R




o�u 
 d�esigne le nombre de 
omposantes 
onnexes de X.

D�e�nition 1.1.2 Une suite de la forme suivante

E

0

f

0

! E

1

f

1

! E

2

:::

f

n�1

! E

n

d'espa
es ve
toriels (E

i

) et d'appli
ations lin�eaires est dite exa
te si 8i Ker(f

i

) = Im(f

i�1

):

Proposition 1.1 Soit

0! E

0

f

0

! E

1

f

1

! E

2

! :::

f

n�1

! E

n

! 0

une suite exa
te ave
 dim(E

i

) <1: Alors on a :

n

X

i=0

(�1)

i

dim(E

i

) = 0

I Par r�e
urren
e. 0 ! E ! 0 est exa
te si et seulement si E = 0: Par ailleurs, si l'on

suppose la propri�et�e vraie au rang n�1; soit la suite 0! E

0

f

0

! E

1

! :::

f

n�1

! E

n�1

f

n

! E

n

! 0.

Im(f

0

) = Ker(f

1

) et f

0

est inje
tive. f

1

induit une appli
ation f

0

1

: E

1

=Ker(f

1

) ! E

2

inje
tive; et ainsi la suite suivante est exa
te :

0! E

1

=Ker(f

1

)

f

0

1

! E

2

! :::

f

n�1

! E

n�1

f

n

! E

n

! 0

Par hypoth�ese de r�e
urren
e,

P

n

i=2

(�1)

i

dim(E

i

)+dim(E

1

=Im(f

0

)) = 0:Mais dim(E

1

=f

0

(E

o

)) =

dim(E

1

)� dim(f

0

(E

0

)) = dim(E

1

)� dim(E

0

) par le th�eor�eme du rang. �

Soit M une vari�et�e, U et V deux ouverts tels que U [V =M: On d�e�nit les appli
ations

lin�eaires :

r :




k

(M)

w

!

7!




k

(U)� 


k

(V )

(wj

U

; wj

V

)

s :




k

(U)� 


k

(V )

(�; �)

!

7!




k

(U \ V )

�j

U\V

� �j

U\V
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Lemme 1.1 La suite :

0! 


k

(M)

r

! 


k

(U)� 


k

(V )

s

! 


k

(U \ V )! 0

est exa
te.

I r est inje
tive et l'on a Im(r) = Ker(s) puisque deux formes sur des ouverts U et V

se re
ollent en une sur U [V ssi elles 
oin
ident sur U \V: En�n, si l'on 
hoisit une partition

de l'unit�e sur M (�; �) subordonn�ee �a (U; V ) et si 
 2 


k

(U \V ); on peut d�e�nir � 2 


k

(U)

par � = �
 sur U \ V et 0 sur UnSupp(�): De la même fa�
on, on peut d�e�nir � 2 


k

(V ) �a

partir de -�
: D�es lors, s est bien surje
tive. �

On fait maintenant les remarques suivantes :

� Si w 2 


k

(M) est ferm�ee, 
'est �a dire w 2 F

k

(M); alors les formes � et � d�e�nies

r(w) = (�; �) sont toutes les deux ferm�ees, appartenant �a l'ensemble F

k

(U \ V ):

� Si w 2 


k

(M) est exa
te, 
'est �a dire w 2 d


k�1

(M); alors les formes � et � d�e�nies

r(w) = (�; �) sont toutes les deux exa
tes, appartenant �a l'ensemble d


k�1

(U \ V ):

� Si � 2 


k

(U) et � 2 


k

(V ) sont toutes deux ferm�ees, il en est de même par lin�earit�e

de d de s(�; �):

� Si � 2 


k

(U) et � 2 


k

(V ) sont toutes deux exa
tes, il en est de même de s(�; �):

D�es lors, on d�e�nit R et S par passage au quotient �a partir de r et s; d


k�1

(M) �etant un

sous-groupe de F

k�1

(M) ab�elien et puisque r(d


k�1

(M)) � d


k

(U)�d


k

(V ) et s(d


k

(U)�

d


k

(V )) � d(


k

(U \ V )):

Proposition 1.2 La suite

H

k

(M)

R

! H

k

(U)�H

k

(V )

S

! H

k

(U \ V )

est exa
te.

I Montrons que Ker(S) = Im(R): S ÆR = 0) Im(R) � Ker(S): Si (�; �) 2 


k

(U)�




k

(V ); et � et � sont ferm�ees, telles que s(�; �) = d
, ave
 
 2 


k�1

(U \ V ); alors il existe

! 2 


k

(M) et (�

1

; �

1

) 2 


k�1

(U) � 


k�1

(V ) telles que r(!) = (� � d�

1

; � � d�

1

): D'apr�es

le dernier lemme, 
 peut s'�e
rire sous la forme s(�

1

; �

1

): D�es lors, ! existe puisque �� d�

1

et � � d�

1

ont même restri
tion sur U \ V :

(�� d�

1

)� (� � d�

1

) = (�� �)� d
 = 0

par d�e�nition de s. �

Th�eor�eme 1 (Suite de Mayer-Vietoris)

Il existe une appli
ation lineaire � de H

k

(U \ V ) dans H

k+1

(M) telle que la suite suivante

soit exa
te :

H

k

(U)�H

k

(V )

S

! H

k

(U \ V )

�

! H

k+1

(M)

R

! H

k+1

(U)�H

k+1

(V )

et, en appliquant 
e r�esultat en tout degr�e, on obtient la suite exa
te suivante :

0 ! H

0

(M)

R

! H

0

(U)�H

0

(V )

S

! H

0

(U \ V )

�

! H

1

(M)! :::

::: ! H

k

(M)

R

! H

k

(U)�H

k

(V )

S

! H

k

(U \ V )

�

! H

k+1

(M)! :::
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I 8
 2 F

k

(U \ V ); 9� 2 


k

(U); 9� 2 


k

(V ) telles que s(�; �) = 
 par le lemme n

Æ

1.1:

Ainsi, d�j

U\V

= d�j

U\V

et d'apr�es la derni�ere proposition, 9! 2 


k+1

(M) telle que !j

U

= d�

et !j

V

= d�: Don
 ! est ferm�ee. Soit maintenant (�

0

; �

0

) 2 


k

(U)� 


k

(V ) tel que s(�

0

; �

0

)

soit de la forme 
 + d


0

2 


k

(U \ V ), 
e qui est possible vue la surje
tivit�e de l'appli
ation

s: Alors, en
ore par le lemme, il existe �

00

2 


k

(U) et �

00

2 


k

(V ) telles que d


0

= s(�

00

; �

00

);

et 
omme Im(r) = Ker(s); on a ainsi l'existen
e de Æ telle que :

�

0

= � + �

00

+ Æj

U

�

0

= � + �

00

+ Æj

V

Les restri
tions de d�

0

et d�

0

�a U \ V �etant les mêmes, la forme sur M d�e�nie par le 
ouple

(�

0

; �

0

) est !+dÆ: Comme s(�

0

; �

0

) = 
+d


0

et 
 sont 
ohomologues, il y a "
orrespondan
e"

entre 
 et !, et don
, on peut bien d�e�nir une appli
ation au niveau de la 
ohomologie


omme propos�e au d�epart entre H

k

(U \ V ) et H

k+1

(M) par passage au quotient. Soit �


ette appli
ation de H

k

(U\V ) dans H

k+1

(M): Prouvons maintenant l'exa
titude de la suite.

Bien sûr, �ÆS = 0 et RÆ� = 0: Par ailleurs, si �[
℄ = 0; alors ave
 
 = s(�; �) (s surje
tive,

(�; �) 2 


k

(U)� 


k

(V )), il existe Æ 2 


k

(M) telle que

dÆj

U

= d�

dÆj

V

= d�

et alors � � Æ et � � Æ sont dans F

k

(U): et ainsi, [
℄ = S([� � �℄; [� � Æ℄): Prouvons pour

�nir que Ker(R) � Im(�): Si R([!℄) = 0; !j

U

= d� et !j

V

= d� et (�� �)

jU\V

est ferm�ee,

d'o�u par d�e�nition de �; [!℄ = �([�℄; [�℄): �

D�e�nition 1.1.3 Une appli
ation f :M ! N de 
lasse C

1

est une �equivalen
e d'homotopie

s'il existe une appli
ation g : N ! M de 
lasse C

1

telle que g Æ f soit homotope �a Id

M

et

f Æ g �a Id

N

:

Remarque 1 Soient P et Q deux points de S

n

distin
ts. Alors S

n

nfP;Qg est di��eomorphe

�a S

n�1

�℄� 1; 1[ par

(x; t) 7!

�

x

p

1� t

2

; t

�

et bien sûr, S

n�1

�℄�1; 1[' R

n

nf0g; don
 H

k

(S

n

nfP;Qg) ' H

k

(R

n

nf0g): En�n, l'in
lusion

l'in
lusion 
anonique de S

n�1

dans R

n

nf0g est une �equivalen
e d'homotopie, don


H

k

(S

n

nfP;Qg) = H

k

(R

n

nf0g) = H

k

(S

n�1

)

Th�eor�eme 2 Si 0 < k < n; H

k

(S

n

) = 0 et dimH

n

(S

n

) = 1

I Par r�e
urren
e sur n. Pour S

1

; on prend deux points p et q distin
ts, et on pose

U = S

1

nfpg et V = S

1

nfqg: Alors U et V sont di��eomorphes �a R; alors que U \ V a deux


omposantes 
onnexes, dont 
ha
une est di��eomorphe �a R. La suite exa
te de Mayer-Vietoris

se r�eduit �a :

0! H

0

(S

1

)! H

0

(U)�H

0

(V )! H

0

(U \ V )! H

1

(S

1

)! 0
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et 
omme H

0

(X) ' R




pour X vari�et�e �a 
 
omposantes 
onnexes, on obtient dimH

1

(S

1

) = 1

par la proposition n

Æ

1.

Par ailleurs, si l'on 
onsid�ere toujours U = S

n

nfpg et V = S

n

nfqg ave
 p et q distin
ts,

alors, pour k = 1; S

n

�etant 
onnexe pour n � 2;

0! H

0

(S

n

)! H

0

(U)�H

0

(V )! H

0

(U \ V )! H

1

(S

n

)! 0

et l�a en
ore, de la même mani�ere, on obtient H

1

(S

n

) = 0 si n > 1:

Pour 1 < k � n; la suite suivante

H

k�1

(U)�H

k�1

(V )! H

k�1

(U \ V )! H

k

(S

n

)! H

k

(U)�H

k

(V )

se r�e�e
rit sous la forme :

0! H

k�1

(U \ V )! H

k

(S

n

)! 0

puisque H

k�1

(U) � H

k�1

(V ) = H

k

(U) � H

k

(V ) = 0: Comme H

k�1

(U \ V ) isomorphe �a

H

k�1

(S

n�1

); et on obtient par l'hypoth�ese de r�e
urren
e, �a la fois que dimH

k

(S

n

) = 0 pour

k < n et dimH

n

(S

n

) = 1: �

Nous allons maintenant relier les dimensions des espa
es H

k

(M) �a un ensemble de nombres

donn�es par "triangulation" de M; 
'est �a dire par des 
ara
t�eristiques g�eom�etriques intrins�eques

�a M:

D�e�nition 1.1.4 Soit n � 0;et �

n

=

�

x 2 R

n+1

j1 � x

i

� 0;

P

n+1

i=1

x

i

= 1

	

le simplexe stan-

dard de dimension n. Le sous ensemble de �

n

obtenu en prenant n-k 
oordonn�ees x

i

�egales

�a 0 est hom�eomorphe �a �

k

; et sera appel�e une k-fa
e de �

n

: De la même mani�ere, on

d�esignera par k-fa
e de � � M (pour � di��eomorphe �a �

m

) toute image d'une k-fa
e de

�

m:

On appellera triangulation de M la donn�ee d'un ensemble f�

n

i

(�

n

)g tel que :

�

n

i

: �

n

!M est un C

1

� di��eomorphisme

[

i

�

i

(�

n

) =M

�

n

i

(�

n

) \ �

n

j

(�

n

) 6= ; ) 9k; �

n

i

(�

n

) \ �

n

j

(�

n

) est une k-fa
e de �

n

i

(�

n

) et �

n

j

(�

n

)

On admet l'existen
e d'une triangulation pour 
haque vari�et�e C

1

.

D�e�nition 1.1.5 SoitM une vari�et�e de dimension n qui poss�ede une triangulation f�

n

i

(�

n

)g.

On appelle �

n

i

(�

n

) un n-simplexe de la triangulation. Chaque k-fa
e de �

n

i

(�

n

) est appel�ee

k-simplexe de la triangulation. On pose �

k

le nombre de k-simplexes. En�n, si U est la

r�eunion de boules ouvertes disjointes 2 �a 2 et qui appartiennent 
ha
une �a un n-simplexe

di��erent �

n

i

(�

n

) alors, on pose V

n�1

le 
ompl�ementaire dans M de l'ensemble form�e par les


entres de 
es boules. Bien sûr, puisque 
es 
entres de boules sont prises dans des n-simplexes

distin
ts, V

n�1

est un ouvert.

Notons B

n

la boule unit�e en dimension n. On a bien sûr M = U [ V ave
 U \ V

n�1

qui peut être vu 
omme l'union disjointe de �

n


opies de B

n

nf0g ' R

n

nf0g: Re
onsid�erons

maintenant la suite de Mayer-Vietoris pour n > 2 :

H

k�1

(U \ V

n�1

)! H

k

(M)! H

k

(U)�H

k

(V

n�1

)! H

k

(U \ V

n�1

) (1 < k < n� 1)
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H

n�2

(U\V

n�1

)!H

n�1

(M)!H

n�1

(U)�H

n�1

(V

n�1

)!H

n�1

(U\V

n�1

)!H

n

(M)!H

n

(U)�H

n

(V

n�1

)

et, 
e
i donne par la derni�ere remarque :

dimH

k

(V

n�1

) = dimH

k

(M)

dimH

n�1

(V

n�1

) = dimH

n�1

(M)� dimH

n

(M) + �

n

D�e�nition 1.1.6 Soit M une vari�et�e. On d�e�nit la 
ara
t�eristique d'Euler par :

�(M) =

n

X

i=0

(�1)

i

dimH

i

(M)

Remarque 2 Cette d�e�nition n'a de sens que si H

k

(M) est de dimension �nie et alors les

derni�eres �equations donnent même �(M) = �(V

n�1

) + (�1)

n

�

n

. Cette �egalit�e permet alors

de prouver par indu
tion que

�(M) =

n

X

i=0

(�1)

i

�

i

Nous allons prouver que H

k

(M) est bien de dimension �nie si M est 
ompa
te. Mais pour

prouver 
ela, il nous faut introduire une nouvelle notion.

D�e�nition 1.1.7 Soit M une vari�et�e de dimension n. Un re
ouvrement ouvert fU

�

g de M

est appel�e un "�n" re
ouvrement si toute interse
tion �nie non vide de la forme U

�

0

\:::\U

�

n

est di��eomorphe �a R

n

: Une vari�et�e qui admet un "�n" re
ouvrement est dite de type �ni.

Th�eor�eme 3 Toute vari�et�e admet un "�n" re
ouvrement. Si la vari�et�e est 
ompa
te, alors


e re
ouvrement peut être pris �ni.

I Soit (M; g) vari�et�e munie d'une m�etrique riemannienne. On sait que pour 
haque point

de M , il existe un voisinage U g�eod�esique et 
onvexe. L'interse
tion de 2 de 
es voisinages

est en
ore g�eod�esique et 
onvexe. Comme un voisinage 
onvexe et g�eod�esique d'une vari�et�e

de dimension n est di��eomorphe �a R

n

; on a le r�esultat, la derni�ere propri�et�e de 
e th�eor�eme

r�esultant de la 
ompa
it�e de M: �

Le but de 
e qui suit est d'�etablir le lemme de Poin
ar�e de fa�
on �a mieux 
onnâ�tre les espa
es

H

k

(M). Nous en d�eduirons par la suite le th�eor�eme de Dualit�e de Poin
ar�e. On fait tout d'abord

quelques rappels sur les 
hamps de ve
teurs.
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1.2 Champs de Ve
teurs et lemme de Poin
ar�e

D�e�nition 1.2.1 Une se
tion d'un �br�e ve
toriel � := � : E ! M (
'est la notation que

nous adopterons pour tout �br�e) de base M est une appli
ation de 
lasse C

1

s : M ! E

telle que 8x 2M; s(x) 2 E

x

= �

�1

(x) la �bre de x: On notera �(E) l'ensemble des se
tions

de E.

D�e�nition 1.2.2 Un 
hamp de ve
teurs sur une vari�et�e est une se
tion s : M ! TM

du �br�e tangent. Lo
alement, les 
hamps de ve
teurs sur M peuvent être identi��es aux

d�erivations (Cf x "D�erivations et Champs de Ve
teurs") qu'ils d�e�nissent sur l'alg�ebre des

fon
tions di��erentiables sur M : �etant donn�e une 
arte lo
ale y de M au voisinage de a; tout


hamp de ve
teurs sur M au voisinage de a peut s'�e
rire :

v = v

1

�

y

1

+ :::+ v

m

�

y

m

et les fon
tions v

i

2 C

1

(M) sont les 
oordon�ees du 
hamp de ve
teurs v dans la 
arte y.

En�n l'ensemble des 
hamps de ve
teurs sur M est not�e �(TM):

D�e�nition 1.2.3 On appelle traje
toire ou 
ourbe int�egrale d'un 
hamp de ve
teurs X sur

une vari�et�e M toute 
ourbe t 7! 
(t) de 
lasse C

1

d�e�nie sur un intervalle I � R ouvert et

�a valeurs dans M; et telle que :

8t 2 I 


0

(t) = X


(t)

o�u X


(t)

d�esigne la valeur de X en 
(t): Ainsi, si U � R

n

; si X =

P

n

i=1

X

i

�

i

, alors les


omposantes de 
 sont les solutions du syst�eme di��erentiel du premier ordre

d


i

dt

= X

i

(


1

(t); :::; 


n

(t))

et l'on peut alors appliquer les r�esultats 
lassiques d'existen
e et d'uni
it�e pour les syst�emes

di��erentiels.

Th�eor�eme 4 Soit X un 
hamp de ve
teurs sur un ouvert U � R

n

et x un point de U: Alors

il existe I � R intervalle ouvert 
ontenant 0 et une traje
toire 
 : I ! U de X telle que


(0) = x: Si 


1

: I

1

! U est une autre traje
toire ayant la même propri�et�e, 


jI\I

1

= 


1jI\I

1

:

Il existe un unique intervalle maximal de d�e�nition de 
: Nous noterons 


x

la traje
toire


orrespondante.

Si I

x

est l'intervalle de d�e�nition maximal de 


x

, la r�eunion

S

x2U

I

x

� fxg est un ouvert


 � R � U pour lequel l'appli
ation suivante est lisse :

(x; t) 7! 


x

(t)

D�e�nition 1.2.4 L'appli
ation '

X

: 
! U ave
 
 :=

S

x2U

I

x

� fxg � R � U; v�eri�ant

'

X

t

(x) = 


x

(t)

s'appelle le 
ot du 
hamp de ve
teurs X:

9



Remarque 3 Intuitivement, si l'on pense �a X 
omme au 
hamp de vitesses d'un 
uide

remplissant U; '

X

t

(x) nous donne la position au bout du temps t d'une parti
ule de 
uide

initialement observ�ee �a la position x:

Lemme 1.2 Reprenons les notations du th�eor�eme n

Æ

4: Soit h une appli
ation C

1

d�e�nie

sur un ouvert de I � U 
ontenant f0g � U et �a valeurs dans U ouvert de R

n

telle que

1) h(t; h(t

0

; x)) = h(t + t

0

; x) lorsque les deux membres sont d�e�nis sur I � U

2) h(0; x) = x

3)

d

dt

h(t; x)

jt=0

= X

x


'est �a dire la valeur de X en x

Alors h(t; x) = '

X

t

(x) partout o�u h est d�e�nie.

I Il suÆt de voir qu'on se ram�ene au dernier th�eor�eme ave
 :

d

dt

h(t; x)

jt=t

o

=

d

dt

h(t + t

o

; x)

jt=0

=

d

dt

h(t; (h(t

o

; x))

jt=0

= X

h(t

o

;x)

et h(0; x) = x: D'o�u le r�esultat. �

D�e�nition 1.2.5 Une appli
ation h satisfaisant aux 
onditions 1), 2) et 3) est un groupe

lo
al �a un param�etre, et le 
hamp de ve
teurs

X

x

=

d

dt

h(t; x)

jt=0

est le g�en�erateur in�nit�esimal de h:

Remarque 4 Tout 
e qui a �et�e fait depuis la d�e�nition de traje
toire peut être appliqu�e aux

vari�et�es, en utilisant 
onvenablement les 
hangements de 
artes.

Dor�enavant, on d�esignera par la suite par A

T

la transpos�ee de l'appli
ation lin�eaire A 2

L(E; F ). C'est l'appli
ation de F

�

dans E

�

d�e�nie par A

T

(L) = L ÆA:

D�e�nition 1.2.6 Soient U; V ouverts d'espa
es ve
toriels, et f 2 C

1

(U; V ). L'image r�e
iproque

ou "pullba
k" par f de � 2 
(V ) = �

k




k

(V ) not�ee f

�

� est la forme d�e�nie sur U par

(f

�

�)

x

= (d

x

f)

T

� �

f(x)

o�u d

x

f : T

x

U ! T

f(x)

V d�esigne l'appli
ation lin�eaire tangente en x de f: En parti
ulier, si

� est de degr�e p; alors par d�e�nition de la transposition,

(f

�

�)

x

(v

1

; :::; v

p

) = �

f(x)

(d

x

f � v

1

; :::; d

x

f � v

p

)

On remarque aussi que si � = d�; alors 
lairement, f

�

� = d(� Æ f): En�n des propri�et�es

alg�ebriques de la transposition assurent que f

�

(� ^ �) = (f

�

�) ^ (f

�

�):

10



Exemple 2 Si dim(V ) = m; et si f

1

; :::; f

m

sont les 
oordonn�ees de f et si l'on a

�

y

=

X

1�i

1

�:::�i

p

�m

�

i

1

;:::;i

p

(y)dy

i

1

^ ::: ^ dy

i

p

alors nous aurons :

(f

�

�)

x

=

X

1�i

1

�:::�i

p

�m

�

i

1

;:::;i

p

(f(x))df

i

1

^ ::: ^ df

i

p

D�e�nition 1.2.7 Soit U � R

n

ouvert. La d�eriv�ee de Lie asso
i�ee �a un 
hamp de ve
teurs

X est l'appli
ation lin�eaire :

L

X

: 


p

(U)! 


p

(V )

qui �a � asso
ie la forme di��erentielle

�

d

dt

�

('

�

t

�)

jt=0

o�u '

t

:= '

X

t

est le groupe lo
al �a un param�etre asso
i�e �a X:

Exemple 3 Soit X = �

i

; alors L

X

� =

P

1�i

1

�:::�i

p

�

i

�

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ ::: ^ dx

i

p

:

Th�eor�eme 5 L'op�erateur L

X

est 
ara
t�eris�e par les propri�et�es suivantes :

1. Si f 2 C

1

(U) alors, L

X

f = df(X)

2. L

X

Æ d = doL

X

3. L

X

(� ^ �) = L

X

� ^ � + � ^ L

X

�

IL'uni
it�e r�esulte du fait que 1) d�etermine L

X

sur les formes de degr�e 0, et 2) et 3) sur

les formes de degr�e 1 et 3) sur les formes de tout degr�e. En�n, L

X

satisfait les 
onditions

(il suÆt de se rappeler que la di��erentielle ext�erieure et l'image r�e
iproque 
ommutent:

d Æ '

�

t

= '

�

t

Æ d). �

D�e�nition 1.2.8 Le produit int�erieur d'une forme di��erentielle � de degr�e p > 0 par un


hamp de ve
teurs X est la forme de degr�e p� 1, not�ee i

X

� donn�ee par

(i

X

�)

x

(v

1

; :::; v

p�1

) = �

x

(X

x

; v

1

; :::; v

p�1

)

Si f 2 


0

(U); on pose i

X

f = 0:

Exemple 4 X =

P

n

i=1

x

i

�

i

; alors i

X

(dx

1

^:::^dx

n

) =

P

n

i=1

(�1)

i�1

x

i

dx

1

^:::^




dx

i

^:::^dx

n

:

Th�eor�eme 6 (Formule de Cartan)

Si X est un 
hamp de ve
teurs sur U � R

n

, et ! une forme di��erentielle, on a :

L

X

w = d(i

X

w) + i

X

(dw)

soit

L

X

= d Æ i

X

+ i

X

Æ d
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I Posons P

X

= doi

X

+ i

X

Æ d: Il suÆt de v�eri�er que P

X

a toutes les propri�et�es 
ar-

a
t�eristiques de L

X

: Mais P

X

f = df(X) = L

X

f et P

X


ommute ave
 d: En�n, si deg(�) = p

on a

i

X

(� ^ �) = (i

X

�) ^ � + (�1)

p

� ^ (i

X

�)

don
 d(i

X

(�^�)) = (d(i

X

�))^�+(�1)

p�1

(i

X

�)^d�+(�1)

p

d�^ i

X

�+(�1)

2p

�^ (d(i

X

�))

et 
omme i

X

(d(�^�)) = (i

X

(d�)^�)+(�1)

p+1

d�^i

X

�+(�1)

p

(i

X

�)^d�+(�1)

2p

�^i

X

d�;

on �nit par trouver en sommant, que

P

X

(� ^ �) = (P

X

�) ^ � + � ^ (P

X

�)

d'o�u le r�esultat par le dernier th�eor�eme. �

Lemme 1.3 Soit X un 
hamp de ve
teurs sur U � R

n

, dont le 
ot lo
al '

t

:= '

X

t

est d�e�ni

sur tout U pour t 2 I; I intervalle. Alors, pour toute forme � de degr�e p ferm�ee sur U; la

forme '

�

t

1

�� '

�

t

0

� est exa
te pour t

0

; t

1

2 I quel
onques.

I '

�

t

1

�� '

�

t

0

� =

R

t

1

t

O

�

d

dt

'

�

t

�

�

dt; et on remarque que

d

du

('

�

u

�)

u=t

=

d

du

('

�

u

('

�

t

�))

u=0

= L

X

('

�

t

�)

On applique la formule de Cartan, et en utilisant le fait qu'une l'image r�e
iproque d'une

forme ferm�ee est ferm�ee, on obtient :

d

dt

'

�

t

� = (d Æ i

X

+ i

X

Æ d)('

�

t

�) = d(i

X

('

�

t

�))

et don
 '

�

t

1

�� '

�

t

0

� =

R

t

1

t

0

(d(i

X

('

�

t

�))) dt = d

�

R

t

1

t

0

(i

X

('

�

t

�)) dt

�

. �

Th�eor�eme 7 (Lemme de Poin
ar�e)

Si U � R

n

est un ouvert �etoil�e, toute forme ferm�ee sur U est exa
te.

I Par translation, on peut supposer U �etoil�e par rapport �a l'origine. En reprenant les


al
uls du lemme pour le 
hamp de ve
teurs X

x

= x, de 
ot '

X

t

(x) = e

t

x; on obtient alors

pour tout t

0

< 0 :

�� '

�

t

0

� = dw

o�u

w

x

(v

1

; :::; v

p�1

) =

Z

0

t

0

�

e

t

x

(e

t

x; e

t

v

1

; :::; e

t

v

p�1

)dt

il sera 
ommode de poser e

t

= u, et h

�

(x) = �x: Si e

t

0

= �

0

; on voit alors que ��h

�

�

0

= d�

�

0

;

o�u

(�

�

)

x

(v

1

; :::; v

p�1

) =

Z

1

�

u

p�1

�

ux

(x; v

1

; :::; v

p�1

)du

En faisant tendre �

0

vers 0, on voit que � = d� ave
 :

�

x

(v

1

; :::; v

p�1

) =

Z

1

0

u

p�1

�

ux

(x; v

1

; :::; v

p�1

)du


e qui prouve le th�eor�eme. �

Corollaire 1.1 H

k

(R

n

) '

�

R si k=0

0 si k 6=0
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1.3 Cohomologie �a support 
ompa
t et Dualit�e de Poin
ar�e

Nous 
ommen�
ons �a prouver grâ
e aux derniers r�esultats que la d�e�nition de �(M) a un sens

d�es que M est 
ompa
te.

Th�eor�eme 8 Soit une vari�et�eM admettant un "�n" re
ouvrement �ni, alors H

k

(M) est de

dimension �nie.

I La suite de Mayer-Vietoris donne

:::! H

q�1

(U \ V )

�

! H

q

(U [ V )

R

! H

q

(U)�H

q

(V )! :::

Remarquons tout d'abord que 
e
i prouve que si H

q

(U), H

q

(V ) et H

q�1

(U \ V ) sont de

dimensions �nies, alors il en est de même de H

q

(U [V ) 
ar alors Ker(R) et H

q

(U)�H

q

(V )

sont de dimensions �nies.

On pro
�ede par r�e
urren
e. C'est trivial pour M di��eomorphe �a R

n

; par le lemme de

Poin
ar�e. Alors, 
onsid�erons un "�n" re
ouvrement fU

0

; :::; U

p

g de notre vari�et�e, ave
 p+ 1

ouverts. Mais, (U

0

[ U

1

::: [ U

p�1

)\U

p

poss�ede �evidemment un re
ouvrement ave
 p ouverts

que l'on peut d�esigner par

fU

0;p

; :::; U

p�1;p

g

Par hypoth�ese de r�e
uren
e, H

q

(U

0

[ ::[U

p�1

), H

q

(U

p

) et H

q

((U

0

[ :: [ U

p�1

) \ U

p

) sont de

dimensions �nies. D�es lors, la remarque faite assure le r�esultat. �

D�e�nition 1.3.1 Soit X une vari�et�e. Notons 


k




(X) l'ensemble des formes di��erentielles

de degr�e k �a support 
ompa
t, F

k




(X) = f� 2 


k




(X)jd� = 0g l'espa
e ve
toriel des formes

di��erentielles ferm�ees de degr�e k �a support 
ompa
t et d


k�1




(X) = fd�j� 2 


k�1




(X)g

l'espa
e ve
toriel des formes exa
tes d� de degr�e k o�u � est une (k � 1) forme �a support


ompa
t. On appellera k-i�eme espa
e ve
toriel de 
ohomologie de X �a support 
ompa
t,

l'espa
e quotient

H

k




(X) = F

k




(X)=d


k�1




(X)

ave
 pour k = 0; H

0

(X) = F

0




(X): Si X est 
ompa
t, alors bien sûr, H

k




(X) = H

k

(X): En�n

la d�emonstration du dernier th�eor�eme peut être remani�ee de fa�
on �a obtenir que H

k




(X) est

aussi de dimension �nie si X admet un "�n" re
ouvrement �ni.

Nous allons donner une nouvelle forme de la suite de Mayer-Vietoris pour les H

k




(X); 
e qui

nous permettra de relier H

k




(X) et H

k

(X):

Lemme 1.4 Soit M = U [ V une vari�et�e, U et V �etant des ouverts de M . La s�equen
e

suivante est exa
te :

0! 


k




(U \ V )

r

0

! 


k




(U)� 


k




(V )

s

0

! 


k




(M)! 0

o�u l'on a d�e�ni

r

0

:




k




(U \ V )

w

!

7!




k




(U)� 


k




(V )

(wj

U

;�wj

V

)

s

0

:




k




(U)� 


k




(V )

(�; �)

!

7!




k




(M)

� + �

o�u une forme di��erentielle �a support 
ompa
t dans W (W � M ouvert) est �etendue par 0

en une forme di��erentielle �a support 
ompa
t dans M .
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I L'inje
tivit�e de r

0

est 
laire. En�n, si l'on 
hoisit une partition de l'unit�e sur M (�; �)

subordonn�ee �a (U; V ) et si 
 2 


k




(M); alors 
 = �
+ �
, et 
 = s

0

(�
; �
). Montrons en�n

que Im(r

0

) � Ker(s

0

): En e�et, si s

0

(�; �) = 0, alors 
omme Supp(�) � U et Supp(�) � V;

Supp(�) � U \ V et Supp(�) � U \ V: (�; �) est l'image de � = �� 2 


k




(U \ V ): �

Th�eor�eme 9 (Suite de Mayer-Vietoris pour les formes �a support 
ompa
t)

Si M = U [ V o�u U et V sont des ouverts, alors il existe une appli
ation lineaire �

0

de

H

k




(M) dans H

k+1




(U \ V ) telle que la suite suivante soit exa
te :

H

k




(U \ V )

R

0

! H

k




(U)�H

k




(V )

S

0

! H

k




(M)

�

0

! H

k+1




(U \ V )

I La d�emonstration est identique au 
as de la suite de Mayer-Vietoris en partant du

dernier lemme. �

Th�eor�eme 10 (Suite exa
te de 
ohomologie �a supports 
ompa
ts du 
ouple (M;N))

Soit U l'ouvert M �N: La suite suivante est exa
te :

� � � ! H

k




(U)! H

k




(M)! H

k




(N)! H

k+1




(U)! H

k+1




(M)! � � �

et l'on a en parti
ulier H

k




(R

n

) = 0 pour k 6= n et H

n




(R

n

) ' R:

I On admet que 
ette suite est bien exa
te. Soit le point N = (0; :::; 0; 1) de la sph�ere

S

n

: L'ouvert U = S

n

� N est bien sûr hom�eomorphe �a R

n

: D�es lors, en �e
rivant la suite

exa
te pour le 
ouple (M;N) et en se souvenant des r�esultats pour H

k




(S

n

) = H

k

(S

n

) on a

le r�esultat. �

Remarque 5 Si n 6= m alors R

n

n'est pas hom�eomorphe �a R

m

:

Proposition 1.3 Soit M une vari�et�e 
onnexe par ar
s orientable de dimension n, alors

H

n




(M) ' R:

I Soit w une forme de degr�e n, ave


R

M

w 6= 0 et w �a support 
ompa
t in
lus dans un

ouvert U ' R

n

deM . Le but est de prouver que si w

0

2 


n




(M); alors 9
 2 R; 9� 2 


n�1




(M)

telle que w

0

= 
w+d�: Mais 
omme w est �a support 
ompa
t, on peut trouver une partition

de l'unit�e (�

i

) ave
 w =

P

k

i=1

�

i

w o�u �

i

w est �a support 
ompa
t dans l'ouvert U

i

ave
 U

i

di��eomorphe �a R

n

: Bref, on s'est ramen�e �a prouver que 9


i

; 9�

i

tels que �

i

w

0

= 


i

w + d�

i

:

Maintenant, si w

0

est �a support dans V �M di��eomorphe �a R

n

alors, on 
onstruit une suite

d'ouverts U

i

tels que U

0

= U et U

l

= V ave
 U

i

\ U

i+1

6= ; et U

i

di��eomorphe �a R

n


e qui

est possible puisque M est 
onnexe par ar
s. Alors on prend les w

i

�a support dans U

i

\U

i+1

et telles que

R

U

i

\U

i+1

w

i

6= 0: Mais 
omme le r�esultat de la proposition est vrai pour R

n

par

le dernier th�eor�eme, on obtient l'existen
e de (�

i

)

i�l

�a support 
ompa
t in
lus dans U

i

et de

(


i

)

i�l

tels que :

w

1

� 


1

w = d�

1

w

2

� 


2

w

1

= d�

2

.

.

.

w

0

� 


l

w

l�1

= d�

l

D�es lors, on 
on
lut ave
 le d�ebut de la d�emonstration. �
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D�e�nition 1.3.2 On sait que pour une vari�et�e M de dimension n 
onnexe par ar
s et

orient�ee, H

n




(M) ' R: Dans 
es 
onditions, on pose PD l'appli
ation :

H

k

(M) ! H

n�k




(M)

�

� 7!

�

H

n�k




(M) ! H

n




(M) ' R

� 7! � ` �

�

o�u l'on a d�e�ni le "
up" produit ` par :

H

k

(M)�H

l

(M) ! H

k+l

(M)

([�℄; [�℄) 7! [� ^ �℄ = [�℄ ` [�℄

qui peut être �etendue ais�ement �a une appli
ation de H

k

(M)�H

l




(M) dans H

k+l




(M):

L'objet de 
e qui suit est de montrer que PD r�ealise un isomorphisme de H

k

(M) dans

H

n�k




(M)

�

:

Lemme 1.5 Soit M = U [ V: Si PD est un isomorphisme pour tout k sur U , V; et U \ V;

alors PD est un isomorphisme pour tout k sur M:

I En �e
rivant la suite de Mayer-Vietoris, puis la suite duale de Mayer-Vietoris pour les

formes �a support 
ompa
t, on obtient, par "passage �a l'espa
e dual" :

H

k�1

(U)�H

k�1

(V ) !H

k�1

(U \ V ) !H

k

(M) !H

k

(U)�H

k

(V ) !H

k

(U \ V )

# PD � PD # PD #? # PD � PD # PD

�

H

n�k+1




(U)�H

n�k+1




(V )

�

�

!H

n�k+1




(U \ V )

�

!H

n�k




(M)

�

!

�

H

n�k




(U)�H

n�k




(V )

�

�

!H

n�k




(U \ V )

�

et il reste �a prouver que " #? " est bien un isomorphisme. Mais 
e r�esultat est un r�esultat

d'alg�ebre pure :

Lemme 1.6 (Lemme des 5)

Si V

1

; :::; V

5

et W

1

; :::;W

5

sont des espa
es ve
toriels et �

i

: V

i

! W

i

(i = 1; :::; 5) des

appli
ations lin�eaires. Alors le fait que �

1

; �

2

; �

4

; �

5

soient des isomorphismes et que les

suites suivantes soient exa
tes :

V

1

�

1

! V

2

�

2

! V

3

�

3

! V

4

�

4

! V

5

# �

1

# �

2

# �

3

# �

4

# �

5

W

1

�

1

! W

2

�

2

! W

3

�

3

! W

4

�

4

! W

5

inf�ere que �

3

est aussi un isomorphisme.

I �

3

(x) = 0) �

3

�(x) = 0) �

4

�

3

(x) = 0 
ar �

4

est un isomorphisme: Mais x = �

2

(v

2

)

ave
 v

2

2 V

2

: Don
, 0 = �

3

(x) = �

3

�

2

(v

2

) = �

2

�

2

(v

2

): Mais �

2

(v

2

) = �

1

(w

1

); w

1

2 W

1

puisque Ker�

2

= Im�

1

et w

1

= �

1

(v

1

); v

1

2 V

1

: D�es lors, 
omme �

1

Æ �

1

= �

2

Æ �

1

;

�

2

(v

2

) = �

1

(w

1

) = �

1

�

1

(v

1

) = �

2

�

1

(v

1

)

et ainsi v

2

= �

1

(v

1

) puique �

2

est un isomorphisme. Don
, x = �

2

(v

2

) = �

2

(�

1

(v

1

)) = 0

puisque Im(�

1

) = Ker(�

2

): Don
 �

3

est inje
tive.
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Voyons maintenant la surje
tivit�e. Soit w

3

2 W

3

. Montrons qu'il existe v

3

2 V

3

ave
 �

3

(v

3

) =

w

3

: �

4

est un isomorphisme : 9v

4

2 V

4

tel que

�

4

(v

4

) = �

3

(w

3

) (�)

Don
 �

4

Æ �

4

(v

4

) = 0 = �

5

Æ �

4

(v

4

); d'o�u �

4

(v

4

) = 0 
ar �

5

est un isomorphisme. D�es

lors, 9v

0

3

2 V

3

tel que �

3

(v

0

3

) = v

4

: On �evalue ensuite �

3

(�w

3

+ �

3

(v

0

3

)) = �

3

(�

3

(v

0

3

)) �

�

3

(w

3

) = �

4

(v

4

) � �

3

(w

3

) = 0 par (�). D'o�u �

3

(v

0

3

) � w

3

2 Im(�

2

) et 9w

2

2 W

2

tel que

�

2

(w

2

) = �

3

(v

0

3

) � w

3

: Mais 9v

2

2 V

2

tel que w

2

= �

2

(v

2

) et �

2

�

2

(v

2

) = �

3

(v

0

3

) � w

3

et

�

2

Æ �

2

= �

3

Æ �

2

: D'o�u �

3

�

2

(v

2

) = �

3

(v

0

3

) � w

3

et ainsi w

3

= �

3

(v

0

3

� �

2

(v

2

)) et bien sûr,

v

0

3

� �

2

(v

2

) 2 V

3

: �

Th�eor�eme 11 (Dualit�e de Poin
ar�e)

M une vari�et�e 
onnexe par ar
s, orient�ee et de type �ni. Alors PD : H

k

(M) ! H

n�k




(M)

�

est un isomorphisme.

I Le raisonnement s'�etablit par r�e
urren
e sur le nombre d'ouverts qui 
onstituent un

"�n" re
ouvrement de M: Le th�eor�eme est vrai pour r = 1 d'apr�es di��erents r�esultats que

nous avons �etabli: Si l'on suppose le r�esultat vrai pour r; alors si fU

1

; ::::; U

r

; Ug d�esigne un

"�n" re
ouvrement de M , on pose V = U

1

[ ::: [ U

r

: Le th�eor�eme est vrai pour U; V et

U \ V = (U \ U

1

) [ ::: [ (U \ U

r

): Le lemme permet alors de 
on
lure. �

Corollaire 1.2 M vari�et�e 
ompa
t 
onnexe par ar
s et orientable de dimension n. Alors

dimH

n�k

(M) = dimH

k

(M): Si de plus, n est impair, alors �(M) = 0:

D�e�nition 1.3.3 SoitM une vari�et�e di��erentiable orient�ee telle que f :M ! N soit propre

(
e qui est le 
as si M est 
ompa
te) o�u N est 
onnexe. Si y est valeur r�eguli�ere de f alors

on appelle degr�e en y :

deg(f; y) =

X

x2f

�1

(y)

sign(df

x

) 2 Z

Proposition 1.4 L'entier deg(f; y) ne d�epend pas de la valeur r�eguli�ere y 
hoisie.

D�e�nition 1.3.4 Soit x un z�ero isol�e d'un 
hamp de ve
teurs X. On d�e�nit l'indi
e de x

de la fa�
on suivante : on 
hoisit une 
arte (U; �) telle que �(x) = 0 et que x soit le seul z�ero

de X 
ontenu dans U: L'indi
e de x, not�e ind

x

X est alors le degr�e de l'appli
ation de

y !

�

�

X(y)

jj�

�

X(y)jj

de S

n�1

(") dans S

n�1

S

n�1

(") �etant une petite sph�ere 
entr�ee en 0, de rayon " et in
luse dans �(U):

Proposition 1.5 L'indi
e ne d�epend ni de �; ni de ":

Th�eor�eme 12 (Poin
ar�e-Hopf)

SoitM

n

une vari�et�e di��erentiable 
ompa
te. Soit X un 
hamp de ve
teurs surM di��erentiable

et qui n'a que des z�eros isol�es. Alors

X

p

ind

p

X = �(M)

Exemple 5 �(S

2

) = 2 et �(S

2n

) = 2 de mani�ere g�en�erale.

Nous allons maintenant "�etendre" la d�e�nition de �(M) en introduisant la 
lasse d'Euler. Le

but du pro
hain paragraphe est de donner un sens �a 
ette extension et de la relier �a 
e que nous

avons dit pr�e
�edemment.
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1.4 La 
lasse d'Euler

D�e�nition 1.4.1 Soit (M

n

; �) une vari�et�e 
ompa
te 
onnexe orient�ee de dimension n et

soit � := � : E !M un �br�e orient�e de dimension k sur M et d'orientation � (
'est �a dire

une 
olle
tion de f�

x

g d'orientations -
ompatibles- sur les �bres �

�1

(x)): Alors on appelle


lasse de Thom, l'unique �el�ement U de H

k




(E) tel que

8p 2M; j

�

p

(U) = �

p

2 H

k




(�

�1

(p))

o�u j

p

: �

�1

(p)! E est l'in
lusion 
anonique de la �bre �

�1

(p) .

I D'apr�es la proposition n

Æ

1:3; H

k




(E) ' H

n

(E) ' H

n

(M) ' R; et par 
ons�equent si

U

0

2 H

k




(E) est une autre 
lasse, alors U et U

0

sont proportionnelles. Mais l'utilisation de

l'in
lusion 
anonique montre que 
e rapport de proportionalit�e ne peut être que 1. �

D�e�nition 1.4.2 On reprend les notations de la pr�e
�edente d�e�nition. Soit s :M ! E une

se
tion. Alors, la 
lasse d'Euler est :

�(�) = s

�

U 2 H

k

(M)

Cette d�e�nition a un sens puisqu'il existe toujours la se
tion nulle d�e�nissant un plonge-

ment de M dans E et que 2 se
tions sont toujours homotopes.

Th�eor�eme 13 SoitM une vari�et�e 
ompa
te 
onnexe d'orientation � (qui est aussi l'orientation

du �br�e tangent � : TM !M). Soit X un 
hamp de ve
teurs ave
 un nombre �ni de z�eros.

Alors,

�(�) =

 

X

p

ind

p

X

!

� = (�(M)) � 2 H

n

(M)

soit en d'autres termes, si u est une forme de F

n




(E) repr�esentant la 
lasse de Thom U de

�; alors

Z

(M;�)

X

�

(u) =

X

p

ind

p

X

I Admis. �

D�e�nition 1.4.3 Soient �

1

:= �

1

: E

1

! X

1

et �

2

:= �

2

: E

2

! X

2

des �br�es de même

dimension. Soit (f; g) un 
ouple d'appli
ations 
ontinues ave
 f : X

1

! X

2

et g : E

1

! E

2

qui v�eri�ent les 
onditions:

�

2

Æ g = f Æ �

1

g : �

�1

1

(x)! �

�1

2

(f(x)) est un isomorphisme d'espa
e ve
toriel

Nous dirons dans 
es 
onditions que (f; g) 
onsitute une �bration ou que g est une �bration

qui re
ouvre f: En�n, si f est l'identit�e on parle d'�equivalen
e.

D�e�nition 1.4.4 Soit � := � : E ! M un �br�e ve
toriel (par la suite on pourra �etendre

la d�e�nition au 
as d'un �br�e prin
ipal) et f : X ! M une appli
ation 
ontinue. Soit

E

0

= f(x; e)jf(x) = �(e)g � X � E et �

0

: E

0

! X d�e�nie par �

0

((x; e)) = x et ainsi

�

0�1

(x) = fxg � �

�1

(f(x)): Dans 
e 
as f

�

� := �

0

: E

0

! X est un �br�e ve
toriel appel�e

�br�e induit par f et �; et l'appli
ation g : E

0

! E telle que g((x; e)) = e une �bration qui

re
ouvre f.
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Remarque 6 � := � : E ! M un �br�e ve
toriel. Alors si f : X ! Y et g : Z ! X sont


ontinues,

g

�

(f

�

�) = (f Æ g)

�

�

Lemme 1.7 Soient M et

f

M deux vari�et�es 
ompa
tes orient�ees, et soit � := � : E ! M

un �br�e ve
toriel de 
lasse C

1

sur M: Consid�erons f :

f

M ! M une appli
ation C

1

. Si

e

E

d�esigne l'espa
e total de f

�

� et

e

f :

e

E ! E est une �bration qui re
ouvre f; alors

e

f

�

(U(�)) = U(f

�

�) 2 H

n




(

e

E)

I Comme

e

f est propre,

e

f

�

envoie H

n




(E) sur H

n




(

e

E). Soit f

�

� := e� :

e

E !

f

M: Soit ep 2

f

M

et soit l'in
lusion j

ep

: e�

�1

(ep)!

e

E, alors

j

�

ep

Æ

e

f

�

U(�) = (

e

f Æ j

ep

)

�

U(�)

Puisque j

�

f(ep)

U(�) est le g�en�erateur de H

n




(�

�1

(f(ep))), on voit que (

e

f Æ j

ep

)

�

U(�) est le

g�en�erateur de H

n




(e�

�1

(ep)): D�es lors on a bien

e

f

�

(U(�)) = U(f

�

�): �

Proposition 1.6 SoientM et

f

M deux vari�et�es 
ompa
tes orient�ees, et soit � := � : E !M

un �br�e ve
toriel de 
lasse C

1

sur M: Consid�erons f :

f

M !M une appli
ation C

1

: Alors

f

�

�(�) = �(f

�

�)

I Soit es

0

la se
tion nulle de f

�

� et s

0

la se
tion nulle de de �: Alors

e

f Æ es

0

= s

0

Æ f par

d�e�nition de

e

f: Mais �(f

�

�) = (es

0

)

�

U(f

�

�) et par le lemme pr�e
�edent,

�(f

�

�) = (es

0

)

�

e

f

�

U(�)

= (

e

f Æ es

0

)

�

U(�)

= (s

0

Æ f)

�

U(�)

= (f

�

Æ s

�

0

)U(�)

= f

�

�(�)

D'o�u l'�egalit�e souhait�ee. �

2 Courbure de Gauss

2.1 L'outil PfaÆen

Soit une matri
e A = (a

ij

)

1�i;j�n

ave
 n = 2m pair. On d�e�nit le PfaÆen de A; Pf(A); par

Pf(A) =

1

2

m

m!

X

�2S

n

"(�)a

�(1)�(2)

� � �a

�(n�1)�(n)

o�u l'on a pos�e S

n

l'ensemble des permutations �a n �el�ements; et o�u " d�esigne la signature

d'une permutation.
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Proposition 2.1 Soit n = 2m. Alors pour toutes matri
es A et B de M

n

(A) (o�u A est

une alg�ebre 
ommutative), on a :

Pf(B

T

AB) = det(B)Pf(A)

I 2

m

m!Pf(B

T

AB)

=

P

�2S

n

"(�)

P

�

0

2S

n

(b

�

0

(1)�(1)

a

�

0

(1)�

0

(2)

b

�

0

(2)�(2)

):::(b

�

0

(n�1)�(n�1)

a

�

0

(n�1)�

0

(n)

b

�

0

(n)�(n)

)

=

P

�

0

2S

n

�

P

�2S

n

"(�)b

�

0

(1)�(1)

::::b

�

0

(n)�(n)

�

a

�

0

(1)�

0

(2)

:::a

�

0

(n�1)�

0

(n)

=

P

�

0

2S

n

"(�

0

)det(B)a

�

0

(1)�

0

(2)

:::a

�

0

(n�1)�

0

(n)

: �

Nous allons maintenant faire un peu d'alg�ebre lin�eaire a�n d'�etudier le PfaÆen dans le 
adre

des matri
es antisym�etriques. Nous 
onviendrons que si A et B sont des matri
es, alors

A� B d�esigne la matri
e suivante :

�

A 0

0 B

�

Proposition 2.2 Soit A 2 M

2m

(R) une matri
e antisym�etrique: Alors

(Pf(A))

2

= det(A)

I Il suÆt de prouver le r�esultat pour les matri
es de GL

2m

(R) puisque GL

2m

(R) est

dense dans M

2m

(R) et que les deux membres de l'�egalit�e sont des fon
tions 
ontinues en les


oeÆ
ients de A: Supposons don
 det(A) 6= 0: On sait qu'il existe une r�edu
tion de A de la

forme B

T

AB =

0

B

B

B

�

S 0 � � � 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 � � � 0 S

1

C

C

C

A

ave
 B = �B

0

(� 2 R) et B

0

matri
e orthogonale et

S =

�

0 1

�1 0

�

2 GL

2

(R): Mais, en revenant �a la d�e�nition du PfaÆen, on voit tout de

suite que :

Pf

0

B

B

B

�

S 0 � � � 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0

0 � � � 0 S

1

C

C

C

A

= 1

Par 
ons�equent, 1 = (det(B))

2

det(A) et la derni�ere proposition nous donne d'un autre 
ôt�e

que det(B)Pf(A) = 1: �

Pour toute matri
e antisym�etrique A 2 M

2m+1

(R), nous poserons Pf(A) = 0 et dans 
e


as la proposition reste vraie puisque det(A) = 0:

Proposition 2.3 Soient A et B deux matri
es antisym�etriques. Alors

Pf(A�B) = Pf(A)Pf(B)

I Pf(A� B)

2

= det(A)det(B) = Pf(A)

2

Pf(B)

2

: En s'appuyant sur les propri�et�es des

matri
es S; on peut 
on
lure. �
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2.2 D�erivations et Champs de Ve
teurs

D�e�nition 2.2.1 Une d�erivation sur une vari�et�eM est une appli
ation lin�eaire Æ de l'alg�ebre

C

1

(M;R) = C

1

(M) dans C

1

(M) telle que

8(f; g) 2 C

1

(M)� C

1

(M); Æ(fg) = fÆ(g) + gÆ(f)

Exemple 6 Il est 
lair que 8i 2 [1; n℄ f 7! �

i

f est une d�erivation (en se pla�
ant dans un

ouvert de R

n

), et que si (X

i

) sont lisses, alors

f 7! L

X

f :=

n

X

i=1

X

i

�

i

f

est aussi une d�erivation, appel�ee d�erivation asso
i�ee �a X que l'on peut �par les 
hangements

de 
arte� d�e�nir sur M: En fait il y a un isomorphisme entre l'espa
e des d�erivations et


elui des 
hamps de ve
teurs.

D�e�nition 2.2.2 Si X est un 
hamp de ve
teurs sur un ouvert de R

n

, la d�erivation asso
i�ee

�a X en x est donn�ee par :

(L

X

f)(x) = d

x

f � (X

x

):

et nous 
onviendrons de noter �

i

la d�erivation asso
i�ee au 
hamp 
onstant �egal au i

�eme

ve
teur de la base 
anonique.

D�e�nition 2.2.3 Soit � : U ! V un di��eomorphisme entre ouverts de R

n

; et Æ une

d�erivation sur U: L'image de Æ par � est la d�erivation sur V suivante :

g 7! (Æ(g Æ �)) Æ �

�1

Si X est un 
hamp de ve
teurs asso
i�e �a Æ; nous noterons �

�

X le 
hamp asso
i�e �a l'image

de Æ; et dirons aussi que 
e 
hamp est l'image de X par �:

Proposition 2.4 8� : U ! V di��eomorphisme, 8X 
hamp de ve
teurs sur U ouvert,

8y 2 V;

(�

�

X)

y

= d

�

�1

(y)

� �X

�

�1

(y)

o�u d

x

� d�esigne toujours l'appli
ation lin�eaire tangente en x de �:

I (Æ(go�))(x) = d

x

(go�) �X

x

= d

�(x)

g(d

x

� �X

x

) et on a le r�esultat en rempla�
ant x par

�

�1

(y): �

D�e�nition 2.2.4 Le 
ro
het de deux 
hamps de ve
teurs X et Y , not�e [X; Y ℄ est le 
hamp

de ve
teurs 
orrespondant �a la d�erivation L

X

L

Y

�L

Y

L

X

donn�ee par les d�erivations asso
i�ees

aux 
hamps X et Y: Par ailleurs, on a la formule :

[fX; gY ℄ = f(L

X

g)Y � g(L

Y

f)X + fg[X; Y ℄

Proposition 2.5 SiX et Y sont deux 
hamps de ve
teurs sur U et si � est un di��eomorphisme

de U sur V , alors :

�

�

[X; Y ℄ = [�

�

X; �

�

Y ℄
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I C'est imm�ediat en 
onsid�erant les d�erivations 
orrespondantes. �

Proposition 2.6 Soit X un 
hamp de ve
teurs sur un ouvert U � R

n

, et  : U ! V un

di��eomorphisme. Si '

X

t

est le 
ot de X; 
elui du 
hamp image  

�

X est :

 Æ '

X

t

Æ '

�1

I On remarque tout d'abord que le syst�eme di��erentiel donn�e lors de la r�esolution du

th�eor�eme n

Æ

4 est autonome : si t 7! 
(t) est solution, il en va de même de t 7! 
(t + t

0

)

8t

0

2 R: Ainsi, 


x

(t+ t

0

) = 





x

(t

0

)

(t) et don
 '

X

t+t

0

(x) = '

X

t

('

X

t"

(x)) lorsque les deux membres

sont bien d�e�nis.

Maintenant, on pose h(t; x) =  Æ '

t

Æ  

�1

(x): D'apr�es la remarque faite, 1) et 2) du lemme

n

Æ

1:2 sont v�eri��es, et pour la partie 3), il suÆt de remarquer que :

d

dt

 Æ '

X

t

Æ  

�1

(x)

jt=0

= d

 

�1

(x)

 :X

 

�1

(x)

=  

�

X

x

d'apr�es la proposition n

Æ

2:4. �

Nous introduisons maintenant une nouvelle stru
ture alg�ebrique : les groupes de Lie.

D�e�nition 2.2.5 Un groupe de Lie est un groupe G muni d'une stru
ture de vari�et�e lisse

telle que l'appli
ation

G�G ! G

(g; h) 7! gh

�1

est lisse.

D�e�nition 2.2.6 Soit G un groupe de Lie, M une vari�et�e et

M �G ! M

(p; a) 7! p � a

une appli-


ation C

1

: On dit que G agit sur M �a droite si

(1) 8a; R

a

:

M ! M

p 7! p � a

est un di��eomorphisme, appel�e translation �a droite

(2) 8p 2M; 8(a; b) 2 G

2

, p � (ab) = (p � a) � b

La 2

�eme


ondition peut aussi être vue sous la forme R

ab

= R

b

ÆR

a

: Evidemment, R

e

= Id

jM

;

et l'on peut d�e�nir bien sûr de mani�ere similaire la transformation �a gau
he L

a

:

D�e�nition 2.2.7 Un 
hamp de ve
teurs X 2 �(TG) est invariant �a droite si

8g 2 G; R

g�

X = X

Proposition 2.7 Nous d�esignerons dans la suite par

~

I le di��eomorphisme suivant:

G! G

x 7! x

�1

:

Alors,

1) Si X et Y sont deux 
hamps invariants �a droite, il en est de même de X + Y et [X; Y ℄

2) Si X est invariant �a droite, alors

~

IX est invariant �a gau
he.

3) Si X est invariant �a gau
he, il en va de même de R

g�

X
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I 1) est une 
ons�equen
e de la proposition n

Æ

2:5. Pour 2), il suÆt de voir que (gx)

�1

=

x

�1

g

�1

et don


~

I Æ L

g

= R

g

�1

Æ

~

I: En�n, les translations �a droite 
ommutant ave
 les

translations �a gau
he, si X est un invariant �a gau
he, on a

L

h�

(R

g�

X) = R

g�

(L

h�

X) = R

g�

X

et l'on a 3) �a partir de 2). �

Proposition 2.8 Si G est un groupe de Lie, l'appli
ation X 7! X

e

est un isomorphisme

entre l'espa
e ve
toriel des 
hamps de ve
teurs invariants �a gau
he sur G et l'espa
e tangent

T

e

G: Ce
i prouve entre autre l'existen
e de 
hamps invariants �a gau
he.

I Si X 2 �(TG) est invariant �a gau
he, alors d

e

L

g

�X

e

= X

g

d'o�u l'inje
tivit�e. V�eri�ons

maintenant que pour un ve
teur v 2 T

e

G donn�e

g 7! d

e

L

g

� v

est un 
hamp de ve
teurs invariant. Montrons que 
ette appli
ation est une d�erivation. Pour

f 2 C

1

(G); d�esignons par L

v

(f) la fon
tion

g 7! d

g

f � (d

e

L

g

� v)

Clairement, L

v

(fg) = (L

v

f)g + f(L

v

g): En�n, L

v

(f) est lisse : si 
 :℄ � "; "[! G est une


ourbe C

1

telle que 
(0) = e et 


0

(0) = v: Alors, par le th�eor�eme des fon
tions 
ompos�ees :

L

v

f(g) =

d

dt

f(g
(t))

jt=0

Mais la fon
tion (t; g) 7! f(g
(t)) est C

1

sur ℄ � "; "[�G; il en est de même de sa d�eriv�ee

partielle par rapport �a t: �

2.3 Alg�ebre de Lie et Repr�esentation Adjointe

D�e�nition 2.3.1 Une alg�ebre de Lie sur un 
orps K est un espa
e ve
toriel L sur K, muni

d'une appli
ation bilin�eaire de L� L dans L, appel�ee 
ro
het et not�e [ ; ℄ telle que

i) 8X 2 L; [X;X℄ = 0:

ii) 8X; Y; Z 2 L; [X; [Y; Z℄℄ + [Y; [Z;X℄℄ + [Z; [X; Y ℄℄ = 0 (Identit�e de Ja
obi)

Exemple 7 Pour toute vari�et�e lisse M; l'espa
e ve
toriel �(TM) est une alg�ebre de Lie de

dimension in�nie pour le 
ro
het donn�e dans la d�e�nition n

Æ

2:2:4:

Remarque 7 D'apr�es la proposition n

Æ

2:7; les 
hamps de ve
teurs invariants �a gau
he (ou

�a droite) sur un groupe de Lie forment une alg�ebre de Lie.

D�e�nition 2.3.2 L'alg�ebre de Lie d'un groupe de Lie G; not�e G, est T

e

G muni du 
ro
het

induit par la d�e�nition n

Æ

2:3:1 et qui s'identi�e �a l'espa
e des 
hamps invariants �a gau
he

par la proposition n

Æ

2:8:

D�e�nition 2.3.3 Etant donn�e un groupe de Lie G d'alg�ebre de Lie G; l'appli
ation qui

�a X 2 G asso
ie la valeur au temps 1 du groupe �a un param�etre asso
i�e �a X s'appelle

l'appli
ation exponentielle; 
ette appli
ation se note exp:
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Proposition 2.9 exp est une appli
ation lisse de G dans G, et un di��eomorphisme lo
al

d'un voisinage 0 2 G sur un voisinage de e 2 G:

I exp est lisse 
omme solution d'une famille d'�equations di��erentielles d�ependant de

fa�
on lisse d'un param�etre. En�n, par d�e�nition

d

dt

exp tX

jt=0

= X

et on applique le th�eor�eme d'inversion lo
ale. �

Proposition 2.10 On a

(R

g�

X)

e

=

d

dt

(g

�1

exp tXg)

jt=0

I Le 
ot de X est donn�e par �

t

(x) = x exp tX et d'apr�es la proposition n

Æ

2.6, 
elui de

R

g�

X par

(R

g

Æ �

t

ÆR

g

�1

) (x) = xg

�1

exp tXg

Le sous groupe �a un param�etre de G asso
i�e �a R

g�

X est don


t 7! g

�1

exp tXg

D'o�u le r�esultat. �

Nous poserons �a l'avenir

Ad

g

X = (R

g

�1

�

X)

e

=

d

dt

g exp tXg

�1

jt=0

Alors, pour X; Y 2 G; on a :

Ad

g

[X; Y ℄ = [Ad

g

X;Ad

g

Y ℄

et de plus

Ad

gh

= Ad

g

Æ Ad

h

D�e�nition 2.3.4 L'appli
ation Ad s'appelle la repr�esentation de adjointe de G: Ad est un

homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de l'alg�ebre de Lie G:

Exemple 8 Si A 2 M

n

(R); t 7! exp tA est un sous-groupe �a un param�etre de GL

n

(R):

Si G = GL

n

(R); T

e

G s'identi�e �a End(R

n

) et exp �a l'exponentielle des endomorphismes :

X 2 End(R

n

) = G; donne naissan
e au 
hamp dont la valeur en A est AX et l'exponentielle

s'obtient en int�egrant :

�

A

0

(t) = A(t)X

A(0) = I

Alors Ad

g

A =

d

dt

(g exp tAg

�1

)

jt=0

= gAg

�1

:

Remarque 8 On peut même v�eri�er que pour X; Y 2 G; on a :

d

dt

Ad

(exp tX)

Y

jt=0

= [X; Y ℄

et en parti
ulier le 
ro
het est nul d�es que G est 
ommutatif. Ce r�esultat permet d'ailleurs

de montrer qu'il y a un "passage" entre les propri�etes des groupes de Lie et 
elles de leurs

alg�ebres. Si G et H deux groupes de Lie et f : G ! H un isomorphisme, alors d

e

f est un

isomorphisme de l'algebre de Lie induite par G dans l'alg�ebre de Lie induite par H:
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2.4 Tenseur de Courbure et Courbure de Gauss

Le but de 
e paragraphe est de manipuler les 
onnexions qui vivent sur le �br�e tangent, d'introduire

les tenseurs de 
oubure et de torsion, de donner des "r�egles de stru
ture" via les �equations de

Cartan et en�n de d�e�nir la 
ourbure de Gauss. Nous ferons par la suite le lien entre 
onnexions

du �br�e tangent et 
onnexions de Ehresmann qui seront introduites dans un 
adre plus g�en�eral:


elui du �br�e prin
ipal.

D�e�nition 2.4.1 Une 
onnexion aÆne sur une vari�et�e lisse M de dimension n est une ap-

pli
ation r qui asso
ie �a 
haque 
hamp de ve
teurs di��erentiableX 2 �(TM) une appli
ation

lin�eaire r

X

: �(TM)! �(TM) v�eri�ant :

(1) r

fX+gY

= fr

X

+ gr

Y

(2) r

X

(fY ) = fr

X

Y + (L

X

f)Y

o�u f; g 2 C

1

(M) = C

1

(M;R): L'op�erateur r

X

est appel�e d�erivation 
ovariante par rapport

�a X:

Par ailleurs, on peut d�emontrer grâ
e au th�eor�eme de partition de l'unit�e qu'il existe toujours

une m�etrique riemanienne < , > sur la vari�et�e M . Alors, sur 
ette vari�et�e riemannienne

M il existe une et une seule 
onnexion aÆne v�eri�ant les 
onditions :

r

X

Y �r

Y

X = [X; Y ℄

Z < X; Y >=< r

Z

X; Y > + < X;r

Z

Y >

(r sans "torsion")

(< , > est "parall�ele")

et 
'est ave
 
ette 
onnexion aÆne que nous travaillerons d�esormais.

I Admis. �

D�e�nition 2.4.2 R(X; Y ) = r

X

r

Y

�r

Y

r

X

�r

[X;Y ℄

est appel�e le tenseur de 
ourbure de

la 
onnexion r:

Proposition 2.11 Le tenseur de 
ourbure v�eri�e les �egalit�es suivantes :

a) R(X; Y )Z +R(Y;X)Z = 0

b) R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z;X)Y = 0


) < R(X; Y )Z;W > + < R(X; Y )W;Z >= 0

d) < R(X; Y )Z;W >=< R(Z;W )X; Y >

I Ces �egalit�es r�esultent de 
al
uls �a partir de la 
ondition "r sans torsion", de l'identit�e

de Ja
obi et de a): �

Soit (e

1

; :::; e

n

) une base orthonorm�ee lo
ale de 
hamps de ve
teurs d�e�nie sur U ouvert

de M: On d�e�nit par !

1

; :::; !

n

la base duale de (e

i

)

i

: De plus, on d�e�nit les n

2

formes !

i

j

de

degr�e 1 sur U de la mani�ere suivante :

r

X

e

j

=

n

X

i=1

!

i

j

(X)e

i

et l'on v�eri�e que l'on a la formule :

!

i

j

(X) = !

i

(r

X

e

j

)
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En�n, on d�e�nit par R

i

ljk

sur U par

R(e

j

; e

k

)e

l

=

X

i

R

i

ljk

e

i

En�n, grâ
e �a 
es deux d�e�nitions, nous pouvons exprimer la forme de degr�e 2 de 
ourbure

bien 
onnue 


i

j

par :




i

j

=

1

2

X

k;l

R

i

jkl

!

k

^ !

l

et les formes !

i

; !

i

j

;


i

j

sont reli�ees par les relations de stru
ture de Cartan.

Proposition 2.12 (Equation de stru
ture de Cartan)

d!

i

= �

X

j

!

i

j

^ !

j

et d!

i

j

= �

X

k

!

i

k

^ !

k

j

+ 


i

j

:

I 0 = r

X

Y �r

Y

X � [X; Y ℄

= r

X

 

P

j

!

j

(Y )e

j

!

�r

Y

 

P

j

!

j

(X)e

j

!

�

P

j

!

j

([X; Y ℄)e

j

=

P

j

�

X(!

j

(Y ))� Y (!

j

(X))� !

j

([X; Y ℄)e

j

+

P

k

�

!

j

(Y )!

k

j

(X)� !

j

(X)!

k

j

(Y )

�

e

k

�

et don
 :

= X(!

i

(Y ))� Y (!

i

(X))� !

i

([X; Y ℄) +

P

j

�

!

i

j

(X)!

j

(Y )� !

i

j

(Y )!

j

(X)

�

et par les propri�et�es de la di��erentiation ext�erieure, en l'o

uren
e pour une 1-forme w;

dw(X; Y ) =

1

2

[Xw(Y )� Y w(X)� w([X; Y ℄)℄ ; on peut 
on
lure. �

D�e�nition 2.4.3 R

ijkl

=

n

P


=1

g

i


R




jkl

ave
 g

ij

=< e

i

; e

j

> et don
, en posant 


ij

=

P

k

g

ki




k

j

;

on obtient :




i

j

(e

i

0

; e

j

0

) =

1

2

R

iji

0

j

0

Corollaire 2.1 Si l'on note 
 = (


ij

)

i;j

alors 
 est antisym�etrique et par ailleurs on a

R

ijkl

= R

jikl

et R

ijkl

+R

iklj

+R

iljk

= 0 (1

�ere

identit�e de Bian
hi).

I Tout r�esulte de la propostion n

Æ

2:11: �

Remarque 9 On se repla
e momentan�ement dans le 
as de la dimension 2. Soit (M;<>)

une vari�et�e riemannienne de dimension 2 et soient X; Y deux 
hamps de ve
teurs ind�ependants.

Alors, si l'on note jjX; Y jj l'aire du parall�elogramme 
onstruit par X et Y, on a:

K =

< R(X; Y )Y;X >

jjX; Y jj

2

D�e�nition 2.4.4 Notons R le tenseur

R(X; Y; Z;W ) =< R(X; Y )Z;W >
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D�e�nition 2.4.5 Soit U = V

1


 :::
V

k

ave
 V

i

= V et V

j

= V

�

: Soit U

0

le produit tensoriel

de tous les termes de U dans le même ordre en omettant V

i

et V

j

: Alors l'appli
ation

(v

1

; :::; v

k

) 7!< v

i

; v

j

> v

1


 :::
 bv

i


 :::
 bv

j


 :::
 v

k

est bilin�eaire et elle est bien de U dans U

0

: On l'appelle la 
ontra
tion par rapport �a i et j:

D�e�nition 2.4.6 Soit p 2 M

n

: Il y a deux �el�ements de 


n

(T

p

M) de norme 1 pour la

m�etrique <;>

p

sur T

p

M: Mais en prenant une orientation sur M et une base lo
ale de


hamp de ve
teurs (e

i

)

1�i�n

; un seul des 2 �el�ements de 


n

(T

p

M) parmi

p

det(g

ij

)e

1

^ :::^ e

n

et �

p

det(g

ij

)e

1

^ ::: ^ e

n

peut être 
hoisi. Soit l'appli
ation lin�eaire E : 


n

(M) ! R qui

asso
ie 
et �el�ement que nous venons de 
ara
t�eriser �a 1. Consid�erons alors l'appli
ation :

E :

(T

p

M)

�

� � � � � (T

p

M)

�

! R

(�

1

; : : : ; �

n

) 7�! E(�

1

^ : : : ^ �

n

)

dont les 
omposantes dans la base (e

i

)

1�i�n

sont

1

p

det(g

ij

)

i;j

dans le 
as o�u (e

i

)

1�i�n

est un


hoix de 
oordon�ees orient�ees positivement et �

1

p

det(g

ij

)

i;j

sinon. Evidemment l'int�erêt de E

est de rendre 
ompte de l'orientation de M:

D�e�nition 2.4.7 On appelle 
ourbure de Gauss l'appli
ation de M

n

dans R suivante :

K =

1

2

n=2

n!

:

h


ontra
tion de (R
 :::
R

| {z }


E 
 E)

i

n=2 fois

D�es lors, la d�e�nition pr�e
�edente donne une expression fort utile de K (et en se donnant

une base orthonorm�ee):

K =

1

2

n=2

n!

X

�;�

0

2S

n

"(�)"(�

0

)R

�(1)�(2)�

0

(1)�

0

(2)

:::R

�(n�1)�(n)�

0

(n�1)�

0

(n)

soit ave
 X

i

=

�

�e

i

:

K =

1

2

n=2

n!

P

�;�

0

2S

n

"(�)"(�

0

) <R(X

�(2)

; X

�(1)

)X

�

0

(1)

; X

�

0

(2)

>::<R(X

�(n)

; X

�(n�1)

)X

�

0

(n�1)

; X

�

0

(n)

>

Cal
ulons maintenant la quantit�e 


i

1

i

2

^ ::: ^ 


i

n�1

i

n

(X

1

; :::; X

n

) =

=

(

2�

n

2

)

!

(2!)

n=2

1

n!

P

�2S

n

"(�) <R(X

�(1)

; X

�(2)

)X

i

2

; X

i

1

>:::<R(X

�(n�1)

; X

�(n)

)X

i

n

; X

i

n�1

>

=

1

2

n=2

P

�2S

n

"(�) <R(X

�(1)

; X

�(2)

)X

i

2

; X

i

1

>:::<R(X

�(n�1)

; X

�(n)

)X

i

n

; X

i

n�1

>

Par ailleurs, si 
(p) d�esigne la matri
e (


ij

(p))

i;j

en p 2M;

Pf(
) =

1

2

n=2

(n=2)!

P

�2S

n

"(�)


�(1)�(2)

:::


�(n�1)�(n)

=

1

2

n=2

(n=2)!

P

�2S

n

"(�)


�(1)�(2)

^:::^


�(n�1)�(n)

et ainsi, si l'on note dV la forme volume 
anonique :

KdV =

1

n!

X

�2S

n

"(�)


�(1)�(2)

:::


�(n�1)�(n)

soit en
ore :

K(p)dV =

2

n=2

(n=2)!

n!

Pf(
(p))

On peut prouver que l'expression de K = K

n

pour n = 2 redonne l'expression bien 
onnue

de la 
oubure de Gauss pour une surfa
e et v�eri�e la proposition n

Æ

9:
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3 Th�eor�eme de Gauss-Bonnet-Chern

Le but du premier paragraphe est de donner les outils n�e
essaires pour relier 
ara
t�eristique d'Euler

et 
ourbure de Gauss. Pour 
ela nous sommes amen�es �a nous int�eresser aux �br�es universaux et

aux �br�es prin
ipaux.

3.1 Grassmanniennes et Fibr�es Universaux

D�e�nition 3.1.1 La n-grassmannienne d'un espa
e ve
toriel E, not�ee G

n

(E) est l'ensemble

de ses sous-espa
es ve
toriels de dimension n:

Il est 
lair que l'a
tion naturelle de GL

N

(R) sur R

N

donne une a
tion transitive sur

G

n

(R

N

) (ensemble parfois not�e G

n;N

):

Si l'on 
onsid�ere le sous-groupe T

n;N

form�e des appli
ations lin�eaires de R

N

qui laissent

stable le plan P

0

engendr�e par les n premiers ve
teurs de la base 
anonique, alors tout �el�ement

de T

n;N

a une matri
e de la forme :

�

A B

0 C

�

o�u A et C sont des matri
es de GL

n

(R) et GL

N�n

(R) respe
tivement et B une matri
e n�

(N�n): D�es lors, on voit que G

n

(R

N

) est en bije
tion ave
 la vari�et�e quotient GL

N

(R)=T

n;N

et en h�erite une stru
ture de vari�et�e lisse.

D'un autre 
ôt�e, on peut 
onsid�erer le produit s
alaire naturel sur R

n

et faire op�erer le

groupe orthogonal sur G

n

(R

N

): L'a
tion est toujours transitive 
ar tout syst�eme orthonorm�e

de ve
teurs peut être 
ompl�et�e en une base orthonorm�ee. Si g 2 O(n) laisse le plan P

0

stable

alors g est de la forme

�

A 0

0 C

�

o�u A 2 O(n); C 2 O(N � n) et dans 
es 
onditions, G

n

(R

N

) apparâ�t 
omme

O(N)=O(n)� O(N � n)

On peut d�emontrer que les deux repr�esentations de G

n

(R

N

) que nous venons de donner sont

en fait identiques.

Sur la vari�et�e G

n

(R

N

); nous allons voir qu'il existe un �br�e ve
toriel naturel de di-

mension n, que nous noterons 


n

(R

N

): Prenons pour espa
e total de 
e �br�e l'ensemble

E(


n

(R

N

)) := f(W;w) 2 G

n

(R

N

)�R

N

jw 2 Wg; pour proje
tion � : E(


n

(R

N

))! G

n

(R

N

)

ave
 �((W;w)) = W: Alors, la �bre �

�1

(W ) sera juste f(W;w)jw 2 Wg: Bien sûr, �

�1

(W )

dispose d'une stru
ture naturelle d'espa
e ve
toriel induite de 
elle de W � R

N

: En�n, si

W 2 G

n

(R

N

); alors on peut d�e�nir l'appli
ation #

�

�1

(U) ! U �W ' U � R

n

(V; v) 7! (V; p(v))

o�u U = fV 2 G

n

(R

N

)jV \ W

?

= f0gg et p d�esigne la proje
tion R

n

! W: Clairement,

# est un di��eomorphisme et un isomorphisme sur 
haque �bre, 
e qui permet d'aÆrmer la

proposition suivante :
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Proposition 3.1 


n

(R

N

) est un �br�e ve
toriel sur G

n

(R

N

):

Soit maintenantM une vari�et�e 
ompa
te de dimension n. On sait que l'on peut 
onsid�erer

M 
omme une sous-vari�et�e de R

N

pour N assez grand par le th�eor�eme de Whitney. Dans


es 
onditions, 
onsid�erons f : M ! G

n

(R

N

) o�u f(p) = fV � R

N

jV est parall�ele �a T

p

Mg

et g : TM ! E(


n

(R

N

)) o�u g(v

p

) = (f(p); v): Alors (f; g) est une �bration du �br�e tangent

sur le �br�e 


n

(R

N

). Ainsi, on obtient tout de suite que TM ' f

�

(


n

(R

N

)):

Le pro
hain th�eor�eme g�en�eralise 
e r�esultat �a tous les �br�es.

Th�eor�eme 14 Soit � := � : E ! X un �br�e de dimension n sur une vari�et�e C

1


ompa
te

X. Alors, pour N assez grand, il existe une appli
ation lisse f : X ! G

n

(R

N

) telle que

� ' f

�

(


n

(R

N

)):

I Soit (U

i

)

i�r

un re
ouvrement ouvert de X tel que �jU

i

est triviale. Nous obtenons, par

proje
tion, des isomorphismes sur 
haque �bre :

�

i

: �

�1

(U

i

)! R

n

Soient maintenant deux re
ouvrements ouverts (V

i

)

i�r

et (W

i

)

i�r

(leur existen
e est justi��ee

par la topologie de X) tels que V

i

� U

i

et W

i

� V

i

: On d�e�nit �

i

: X ! R lisse qui prend la

valeur 1 sur W

i

et 0 en dehors de V

i

: Par ailleurs, soit �

0

i

: E ! R

n

ave


�

0

i

(e) =

�

0

�

i

(�(e))�

i

(e)

si �(e) =2 V

i

si �(e) 2 V

i

On remarque que les �

0

i

sont lin�eaires sur 
haque �bre, mais non inje
tives. Posons alors,

T : E ! R

n

� :::� R

n

= R

rn

ave


T (e) = (�

0

1

(e); :::; �

0

r

(e))

Alors T est lin�eaire et inje
tive sur toutes les �bres et 
haque T (�

�1

(x)) est un n�plan de

R

rn

: On d�e�nit les appli
ations f : X ! G

n

(R

rn

) et g : E ! E(


n

(R

rn

)) par

f(x) = T (�

�1

(x)) = fT (e) : e 2 �

�1

(x)g 2 G

n

(R

rn

)

g(e) = (f(�(e)); T (e)) 2 E(


n

(R

rn

))

et l'on peut v�eri�er que (f; g) 
onstitue une �bration de � sur 


n

(R

rn

): �

Remarque 10 On peut g�en�eraliser 
ette �etude �a G

n

(R

1

) := [

k�0

G

n

(R

n+k

) muni d'une

topologie faible qui ne permet pas en revan
he de disposer d'une stru
ture de vari�et�e. Cepen-

dant il existe sur 
et ensemble un �br�e naturel 


n

d�e�ni de mani�ere analogue �a 
e que nous

venons de faire plus haut. Ses propri�et�es remarquables lui ont valu le nom de �br�e universel,

d�enomination que nous adopterons dans le 
adre des �br�es 


n

(R

N

):

28



Nous allons g�en�eraliser notre propos aux �br�es orient�es. Une orientation pour un �br�e

� := � : E ! X est une 
olle
tion f�

x

g d'orientations �
ompatibles� sur les �bres �

�1

(x).

Un �br�e orient�e est un 
ouple (�; �) o�u � est une orientation pour �: Dans 
es 
onditions on

peut d�e�nir la grassmannienne orient�ee

b

G

n

(R

N

) 
omme l'ensemble de tous les sous-espa
es

de dimension n orient�es de R

N

: Il y a bien sûr une appli
ation naturelle � :

b

G

n

(R

N

) !

G

n

(R

N

) d�e�nie par � ((W;�)) = W et l'on peut d�emontrer que

b

G

n

(R

N

) est une vari�et�e.

Le �br�e universel 
orrespondant sera alors (b


n

(R

n

); b�) ave
 pour espa
e total E(b


n

(R

n

)) =

f((W;�); w) 2

b

G

n

(R

N

) � R

N

jw 2 Wg et � ((W;�); w) = W et l'orientation naturelle b� sur

�

�1

((W;�)) induite par 
elle de W . De 
e que nous avons d�emontr�e pr�e
�edemment d�e
oule

le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 15 Soit � := � : E ! X un �br�e d'orientation �; de dimension n sur une vari�et�e

C

1


ompa
te X. Alors, pour N assez grand, il existe une appli
ation lisse f : X !

b

G

n

(R

N

)

telle que (�; �) ' f

�

(b


n

(R

N

); b�):

Voil�a une derni�ere proposition sur les �br�es universaux qui nous sera utile pour la suite :

Proposition 3.2 Si n = 2m pair, alors 8N > n;

�(b


n

(R

N

)) 6= 0

I En reprenant 
e que l'on a dit au th�eor�eme n

Æ

14, on obtient que

�(TS

n

) = �(f

�

(b


n

(R

N

)))

o�u f est en fait une �equivalen
e d'apr�es la remarque suivant la proposition n

Æ

3:1: On utilise

alors le th�eor�eme n

Æ

13 qui assure que �(TS

n

) = (�(S

n

)) � o�u � est l'orientation de S

n

:

Comme �(S

n

) = 2; on peut 
on
lure grâ
e �a la proposition n

Æ

1:6: �

3.2 Le Fibr�e Prin
ipal

Soit M une vari�et�e et F (M) l'ensemble de toutes les bases u sur tout espa
e tangent T

p

M:

On appelle F (M) le "�br�e" des bases de M; et on d�e�nit � : F (M) ! M l'appli
ation qui

asso
ie �a u l'�el�ement p = �(u) 2M: Si bien sûr on se donne (x

i

) un syst�eme de 
oordonn�ees

sur U � M ouvert, alors on peut repr�esenter de fa�
on unique 
haque base u = (u

i

)

i�n

de

T

p

M par

u

j

=

n

X

i=1

x

i

j

(u)

�

�x

i

j

�(u)

et ainsi l'appli
ation x

#

: u 7! (x

i

(�(u)); x

i

j

(u)) 2 R

n

� GL(n;R) est inje
tive. En fait,

il est possible de voir que F (M) peut être munie d'une stru
ture de vari�et�e C

1

qui rende

di��eomorphe l'appli
ation x

#

et C

1

l'appli
ation �: En �n de 
ompte, nous obtenons une

appli
ation de 
lasse C

1

de F (M) � GL(n;R) dans F (M) donn�ee par (u;A) 7! u � A o�u

(u � A)

i

=

P

j

A

i

j

u

j

: On a u � A = A si et seulement si A = I; et l'ensemble de tous les u � A

ave
 A 2 GL(n;R) est juste �

�1

(�(u)): F (M) n'est �evidemment pas un �br�e ve
toriel 
ar

alors les �bres �

�1

(p) seraient di��eomorphes �a GL(n;R); ni un groupe de Lie, mais tout de

même une sorte de "�br�e", que nous allons d�e�nir.
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D�e�nition 3.2.1 Soit M une vari�et�e C

1

et G un groupe de Lie. Un �br�e prin
ipal sur M

de groupe G est un triplet (P; �; �) o�u

1. P est une vari�et�e (dit l'espa
e total du �br�e prin
ipal)

2. � : P !M est une appli
ation C

1

(la proje
tion du �br�e) sur M (l'espa
e de base du

�br�e prin
ipal) et qui satisfait :

�(u � a) = �(u) 8u 2 P; 8a 2 G

3. L'appli
ation � (a
tion de G) est une appli
ation C

1

; (u; a) 7! u � a de P � G ! P

ave


u � (ab) = (u � a) � b 8u 2 P; 8a; b 2 G

telle que la 
ondition suivante de "trivialisation lo
ale" soit possible :

"Pour tout p 2M; il y a un voisinage U de p et un di��eomorphisme t : �

�1

(U)! U�G

de la forme

t(u) = (�(u); �(u))

ave
 � satisfaisant �(u � a) = �(u) � a:"

Comme �(u � a) = �(a) on voit que fu � a : a 2 Gg � �

�1

(�(u)): Ave
 la propri�et�e

�(u � a) = �(u) � a, on a alors que en fait fu � a : a 2 Gg = �

�1

(�(u)): Si v satisfait

�(v) = �(u) et �(v) = �(u)a pour a 2 G; alors �(v) = �(u � a) et �(v) = �(u � a); don


v = u � a: En�n u � a = u pour u 2 P ) a = e:

Exemple 9 Le plus simple des �br�es prin
ipaux est M � G ave
 � : M � G ! M la

proje
tion selon le premier fa
teur et (p; a) � b = (p; ab): Il se nomme le �br�e prin
ipal trivial

de groupe G.

Exemple 10 Soit � : E ! M un �br�e ve
toriel. On pose O(E) = fu base orthonorm�ee de

�

�1

(p); 8p 2 Mg: C'est un �br�e prin
ipal de groupe O(n): � : S

1

� R ! S

1

�br�e ve
toriel;

alors toute �bre de O(S

1

�R) a deux points exa
tement : 
e sont les deux 
lasses d'�equivalen
e

des ve
teurs d�e�nissant les deux orientations possibles de T

p

S

1

8p ave
 O(1) = Z=2Z et

l'�el�em�ent non nul 
hange l'orientation.

Exemple 11 On pose SO(E) = fu base orthonorm�ee orient�ee positivementg o�u � : E !M

est un �br�e ve
toriel de M de dimension 2. Alors 8p 2M; �

�1

(p)

�

=

S

1

:

Nous allons maintenant d�e�nir la notion de 
onnexion sur un �br�e prin
ipal.

D�e�nition 3.2.2 Soit G l'alg�ebre de Lie du groupe de Lie G agissant sur M �a droite.

Pour tout X 2 G on a la 
ourbe t 7! exp(tX) dans G et on 
onsid�ere pour p 2 M ,




p

: t 7! p � exp(tX) = R

exp(tX)

(p): On note 


0

p

(0) = �(X)(p) =

d

dt

(p � exp(tX))

jt=0

et ainsi

on a un 
hamp de ve
teurs �(X) sur M: Le groupe lo
al �a un param�etre engendr�e par �(X)

est '

t

(p) = p � (exptX): �(X) est appel�e le 
hamp de ve
teurs fondamental.
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Proposition 3.3 Soit p 2M: On pose :

�

p

:

G ! M

a 7! p � a

Alors �(X)(p) = �

p�

(X):

Remarque 11 Par d�e�nition, �

p�

(X)

y

= d

�

�1

p

(y)

�

p

(X

�

�1

p

(y)

):

I �(X)(p) =

d

dt

(p � exp(tX))

jt=0

=

d

dt

R

exp(tX)

(p)

jt=0

=

d

dt

�

p

(exp(tX))

jt=0

: �

Remarque 12 �(X) est une appli
ation lin�eaire qui est 
onserv�ee par le 
ro
het, id est :

[�(X); �(Y )℄ = �[X; Y ℄; et surtout, 8p X 7! �(X)(p) est un isomorphisme sur G:

D�e�nition 3.2.3 Une 
onnexion d'Ehresmann r sur un �br�e prin
ipal � : P ! M de

groupe G sur une vari�et�e lisse M est une 1�forme C

1

de P sur l'alg�ebre de Lie G du

groupe de Lie G telle que :

r(�(X)) = X 8X 2 G

r(R

g�

Y ) = Ad

g

�1

r(Y ) 8u 2 P; 8Y 2 T

u

P; 8g 2 G

(1)

(2)

Si r est une 
onnexion d'Ehresmann, 8u 2 P soit r(u) : T

u

P ! G qui est surje
tive.

D�e�nition 3.2.4 On appellera sous-espa
e horizontal en u, le sous-espa
e ve
toriel H

u

=

Kerr

u

de T

u

P de même dimension que M (et les ve
teurs tangents �a H

u

seront dits hori-

zontaux).

Par ailleurs, en retournant �a la d�e�nition d'un �br�e prin
ipal, on peut remarquer que

toute �bre est 
lairement di��eomorphe �a G; le groupe agissant sur M: Soit u 2 P: On pose

p = �(u) 2M et on regarde l'in
lusion 
anonique i : �

�1

(p)! P ou en
ore i : �

�1

(�(u))!

P: �

�1

(p) = �

�1

(�(u)) � P et ainsi T

u

�

�1

(p) = T

u

�

�1

(�(u)) � T

u

P trivialement et bien

sûr, T

u

�

�1

(p) est l'image par i de l'espa
e tangent de �

�1

(p) dans T

u

P: C'est un sous-espa
e

de T

u

P : on l'appelle le sous-espa
e verti
al en u et ses �el�ements s'appellent des ve
teurs

tangents verti
aux en u: On note alors T

u

(�

�1

(�(u)) = V

u

:

Proposition 3.4 Ave
 les notations induites pr�e
�edemment, on a T

u

P = V

u

�H

u

:

I Evident. �

Ainsi, 8Y 2 T

u

P;

Y = Y

?

+ Y

o�u Y

?

est la 
omposante verti
ale de Y et Y sa 
omposante horizontale. Nous admettrons

que si la vari�et�eM est lo
alement 
ompa
te d�enombrable �a l'in�ni, alors il existe toujours une


onnexion r de la forme Ehresmann et 
'est 
ette forme de 
onnexion que nous utiliserons

dans la suite 
ar elle poss�ede des 
ara
t�eristiques d"'invarian
e sur G" donn�ees par (1) et

(2) qui sont fondamentales pour la suite.

Remarque 13 Si on a � : P !M et �

�

: T

u

P ! T

�(u)

M alors on a que V

u

= Ker(�

�

):
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Remarque 14 Si (X

i

)

1�i�k

est une base de G alors 9!

i

tel que r =

P

i

!

i

X

i

ave
 !

i

des

formes di��erentielles ordinaires (i.e �a valeurs dans R) sur P . On retrouve ainsi les r�esultats

�enon
�es sur le �br�e tangent en 
e qui 
on
erne la forme de 
ourbure.

Nous allons 
ommen
er par donner des propri�et�es g�en�erales sur les �br�es prin
ipaux avant de

nous int�eresser �a 
elui asso
i�e au groupe SO(n):

Lemme 3.1 Soit � un �br�e prin
ipal d�e�ni sur M � [0; 1℄: Alors tout point x de la vari�et�e

M poss�ede un voisinage U tel que � est le �br�e trivial sur U � [0; 1℄:

I Chaque point (x; t) 2 fxg� [0; 1℄ a un voisinage V �W tel que � est trivial sur V �W:

Par 
ompa
it�e un nombre �ni de voisinages V

1

� W

1

; :::; V

r

� W

r

re
ouvrent fxg � [0; 1℄:

Supposons que le r�esultat du lemme soit vrai sur U = V

1

\ ::: \ V

r

: Pour r = 1; 
'est trivial.

Au rang r; 
hoisissons un point t

0

2 [0; 1℄ tel que [0; t

0

℄ et [t

1

; 1℄ soient 
ha
uns re
ouverts

par au plus r� 1 ensembles V

i

�W

i

: Alors par hypoth�ese de r�e
urren
e, � est trivial sur des

ensembles U

1

� [0; t

0

℄ et U

2

� [t

0

; 1℄: Ce
i signi�e qu'il y a une se
tion s de � sur U

1

� [0; t

0

℄

et une se
tion s

0

de � sur U

2

� [t

0

; 1℄ et que l'on a sur (U

1

\ U

2

)� ft

0

g :

s(x; t

0

) = s

0

(x; t

0

) � a(x)

pour une appli
ation 
ontinue x 7! a(x) 2 G: On peut alors d�e�nir une se
tion s sur

(U

1

\ U

2

)� [0; 1℄ par

s(x; t) =

�

s(x; t) pour 0 � t � t

0

s

0

(x; t) � a(x) pour t

0

� t � 1


e qui permet de 
on
lure. �

Th�eor�eme 16 Soit � := � : P ! M � [0; 1℄ un �br�e prin
ipal, M �etant une vari�et�e quel-


onque. Alors, on a:

� ' p

�

j

�

�

o�u j : M � f1g ! M � [0; 1℄ est l'in
lusion naturelle et p : M � [0; 1℄ ! M � f1g asso
ie

(x; t) �a (x; 1):

I Il s'agit de montrer qu'il existe une �bration ep : P ! �

�1

(X � f1g) qui re
ouvre p:

Mais par le lemme, il existe un re
ouvrement deM par des ouverts fU

�

g tels que � est trivial

sur U

�

� [0; 1℄: On sait que l'on peut 
hoisir une partition de l'unit�e f�

�

g subordonn�ee �a

fU

�

g. Soit s

�

une se
tion de � sur U

�

� [0; 1℄: Consid�erons alors l'appli
ation :

�

�1

(U

�

� [0; 1℄) ! �

�1

(U

�

� [0; 1℄)

s

�

(t) 7�! s

�

(x;min(t + �

�

(x); 1))

Cette appli
ation est l'identit�e sur �U

�

�[0; 1℄ don
 on peut l'�etendre 
ontinûment �aM�[0; 1℄

en en faisant l'identit�e sur (M �U

�

)� [0; 1℄: On obtient ainsi une �bration ep

�

: P ! P de �

sur une restri
tion de � d�ependant de �

�

. Alors ep := ep

1

Æ ep

2

Æ ::: est la �bration ad�equate. �

Corollaire 3.1 Si � est un �br�e prin
ipal sur M � [0; 1℄ alors

i

�

0

� ' i

�

1

�

o�u i

t

(x) :M !M � [0; 1℄ telle que i

t

(x) = (x; t):
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I Soit q :M � [0; 1℄!M la proje
tion q(x; t) = x: Alors j Æ p = i

1

Æ q: Le th�eor�eme n

Æ

16

assure que

� ' p

�

j

�

� ' (j Æ p)

�

� ' q

�

i

�

1

�

Mais par ailleurs q Æ i

0

= Id: Ainsi,

i

�

0

� ' i

�

0

q

�

i

�

1

� ' [i

1

Æ (q Æ i

0

)℄

�

� ' i

�

1

�

D'o�u le r�esultat. �

Si � := � : E ! M est un C

1

�br�e ve
toriel sur M muni d'une m�etrique riemannienne,

on peut prendre O(E) �l'ensemble de toutes les bases orthonormales de l'espa
e ve
toriel

�

�1

(p) pour tout p 2 M� 
omme �br�e prin
ipal sur M de groupe O(n): La proje
tion

$ : O(E)!M asso
ie dans 
e 
as une base u de �

�1

(p) �a $(u) = p: Si le �br�e � := � : E !

M est orient�e alors 
es 
onstru
tions peuvent être modi��ees pour donner le �br�e prin
ipal

SO(E) asso
i�e aux bases orthonormales orient�ees positivement. Il est maintenant temps de


onstater que l'appli
ation � : P �G! P (i
i ave
 P = E) est une a
tion (sans points �xes)

de G sur P �a droite au sens de la d�e�nition n

Æ

2:2:6: On peut don
 re
onsid�erer dans le 
adre

du �br�e prin
ipal SO(E) 
e que l'on a dit sur les groupes et alg�ebres de Lie.

Proposition 3.5 Soit M

n

vari�et�e de dimension paire n = 2m. Si <;> est une m�etrique

riemannienne pour le �br�e ve
toriel � := � : E ! M de dimension n et si r est une


onnexion sur le �br�e prin
ipal 
orrespondant $ : SO(E) ! M; alors �en reprenant les

notations du paragraphe sur les tenseurs� il existe une unique n-forme � sur M

n

telle que :

$

�

(�) =

X

�2S

n

"(�)


�(1)�(2)

^ ::: ^ 


�(n�1)�(n)

= 2

m

m!Pf(
)

$

�

(�) �etant une n-forme d�e�nie sur le �br�e SO(E):

I Soient X

1

; :::; X

p

2 T

p

M: Soit u 2 $

�1

(p) et soient Y

1

; :::; Y

n

2 SO(E)

u

des ve
teurs

tangents en u ave
 $

�

(Y

i

) = X

i

: L'uni
it�e de � est �evidente en vue de 
e que l'on impose


omme 
ondition. Montrons l'existen
e de �: Si Z

i

2 SO(E)

u

ave
 $

�

(Z

i

) = X

i

; alors

$

�

(Y

i

� Z

i

) = 0 et tous les Y

i

� Z

i

sont othogonaux. Mais 
(A;B) = 0 si A est orthogonal

�a B. Don
, Pf(
)(Y

1

; :::; Y

n

) = Pf(
)(Z

1

; Y

2

; :::; Y

n

) = ::: = Pf(
)(Z

1

; :::; Z

n

):

Ce
i prouve que � ne d�epend pas du 
hoix de Y

i

: Maintenant, si l'on 
hoisit u

0

2 $

�1

(p)

ave
 u

0

6= u: Alors on sait qu'il existe A 2 SO(n) telle que u

0

= R

A

(u) = u � A et l'on peut


hoisir les Y

0

i

2 SO(E)

u

0

tels que Y

0

i

= R

A�

Y

i

: On obtient alors :

Pf(
)(Y

0

1

; :::; Y

0

n

) = Pf(
)(R

A�

Y

1

; :::; R

A�

Y

n

) = Pf(A

�1


A)(Y

1

; :::; Y

n

) = Pf(
)(Y

1

; :::; Y

n

)

d'apr�es les propri�et�es du PfaÆen et de la repr�esentation adjointe pour G = SO(n). D'o�u

l'existen
e de �; et l'expression de K

n

donne dire
tement dans le 
as du �br�e tangent que

� = n!K

n

dV: �

D�e�nition 3.2.5 Consid�erons une k-forme � �a valeurs dans un espa
e ve
toriel V: On

d�e�nit une (k+1) forme �a valeurs dans V appel�ee di��erentiation 
ovariante par :

D�(Y

1

; ::::Y

k+1

) = (d�)(Y

1

; :::; Y

k

)

o�u Y

i

est la 
omposante horizontale de Y.
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Proposition 3.6 On peut abr�eger la deuxi�eme �equation de stru
ture de Cartan en

d! = �! ^ ! + 
 (1)

et dans 
es 
onditions, on obtient la se
onde identit�e de Bian
hi :

D
 = 0

I D
 est une 3-forme et D
(X; Y; Z) = d
(X; Y ; Z) = (d! ^ !)(X; Y ; Z) � (! ^

d!)(X; Y ; Z) en appliquant d �a (1). Le r�esultat vient du fait que !(X) = 0 pour X 2 H

u

d'apr�es les propri�et�es d'une 
onnexion de Ehresmann: �

Proposition 3.7 La forme � est ferm�ee : d� = 0:

Soient X

1

; :::; X

n+1

2 T

p

M; u 2 $

�1

(p) et Y

1

; :::; Y

n+1

2 SO(E)

u

ave
 $

�

(Y

i

) = X

i

:

Notons Y

i

la 
omposante horizontale de Y

i

: Alors,

d�(X

1

; :::; X

n+1

) = d�($

�

(Y

1

) ; :::; $

�

(Y

n+1

))

= d�($

�

�

Y

1

�

; :::; $

�

�

Y

n+1

�

)

= ($

�

(d�)) (Y

1

; :::; Y

n+1

)

= d($

�

(�))(Y

1

; :::; Y

n+1

)

= 2

m

m!d(Pf(
))(Y

1

; :::; Y

n+1

)

= 2

m

m!D(Pf(
))(Y

1

; :::; Y

n+1

)

et la se
onde identit�e de Bian
hi permet de 
on
lure. �

Proposition 3.8 La 
lasse de 
ohomologie [�℄ est ind�ependante de la m�etrique <;> et de

la 
onnexion r:

I Soient deux m�etriques < ; > et < , >

0

sur le �br�e ve
toriel � := � : E ! M:

Alors, si nous notons SO(E) et SO(E)

0

les �br�es prin
ipaux 
orrespondants, nous pouvons

aÆrmer qu'ils sont �equivalents. En e�et, soit q : M � [0; 1℄ ! M la proje
tion q(x; t) = x;


onsid�erons alors le �br�e q

�

� sur M � [0; 1℄: La �bre de q

�

� sur (x; t) est par d�e�nition

l'ensemble f(x; t)g� �

�1

(x): Les produits s
alaires < , >

x

et < , >

0

x

induits sur �

�1

(x) nous

donnent un produit s
alaire toujours sur �

�1

(x) :

t <;>

x

+(1� t) <;>

0

x

pour t 2 [0; 1℄: C'est 
e produit s
alaire sur 
haque �bre f(x; t)g��

�1

(x) que nous utiliserons

pour d�e�nir une m�etrique riemanienne < ; > sur q

�

� qui permet alors de 
onsid�erer le �br�e

prin
ipal SO(q

�

�): Ave
 toujours i

t

:M !M � [0; 1℄ telle que i

t

(x) = (x; t), nous avons :

i

�

0

SO(q

�

�) ' SO(E) et i

�

1

SO(q

�

�) ' SO(E)

0

et ainsi SO(E) ' SO(E)

0

par la proposition n

Æ

3:1:

Consid�erons g : SO(E)! SO(E

0

) 
ette �equivalen
e qui 
ommute sous l'a
tion de SO(n) :

g(u � a) = g(u) � a
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pour tout u 2 E et a 2 SO(n): Alors pour toute 
onnexion r sur SO(E), r

0

= g

�

r est une


onnexion sur SO(E)

0

et l'on peut voir que l'on a aussi :




0

= g

�


 et Pf(


0

) = g

�

Pf(
)

D�es lors les n-formes � et �

0

sont �egales.

Montrons maintenant l'invarian
e selon la 
onnexion. Si r

0

et r

1

sont deux 
onnexions

sur le même �br�e prin
ipal SO(E) alors, il s'agit de montrer que �

0

� �

1

est exa
te. Il

est �evident que la proje
tion q induit deux 
onnexions q

�

r

0

et q

�

r

1

sur q

�

SO(E): Soit

i

0

:M � [0; 1℄! [0; 1℄ d�e�nie par i

0

(p; t) = t et soit la 
onnexion sur q

�

SO(E):

r = (1� i

0

)(q

�

r

0

) + i

0

(q

�

r

1

)

qui induit la forme de 
onnexion 
: D�es lors on peut indenti�er r

0

ave
 i

�

0

(r) et r

1

ave


i

�

1

(r): En appliquant la proposition n

Æ

3:5; il existe une n-forme � ferm�ee sur M � [0; 1℄ ave


$

�

(�) = 2

m

m!Pf(
) et $ : q

�

SO(E)!M � [0; 1℄: Alors, on a bien sûr :

i

�

0

(�) = �

0

et i

�

1

(�) = �

1

On peut alors appliquer le lemme n

Æ

1:3 ave
 '

t

= i

t

; t

0

= 0; t

1

= 1: D�es lors �

0

� �

1

est

bien exa
te. �

D�e�nition 3.2.6 Soit � := E ! M un �br�e ve
toriel orient�e de dimension paire. Nous

noterons C(�) la 
lasse de 
ohomologie [�℄ 2 H

2m

(M) o�u la n-forme � est donn�ee par la

proposition n

Æ

3:5:

D�e�nition 3.2.7 On �etend la d�e�nition de C(�) en posant C(�) = 0 si � := � : E !M est

de dimension impaire.

Proposition 3.9 Soit � := � : E ! M un �br�e ve
toriel orient�e lisse de dimension paire

n = 2m sur M: Soit f :

f

M !M une appli
ation de 
lasse C

1

: Alors

C(f

�

�) = f

�

(C(�)) 2 H

n

(

f

M)

I Soit

e

E l'espa
e total de f

�

� et soit

e

f :

e

E ! E la �bration re
ouvrant f:

Si (x; y) 7!< x; y > est une m�etrique sur E, alors (x; y) 7!

e

f

�

(< x; y >) est une m�etrique

sur

e

E: On peut trouver un isomorphisme f tel que le diagramme suivant 
ommute :

SO(

e

E)

f

! SO(E)

e$ # # $

f

M

f

! M

Si r est une 
onnexion sur SO(E), alors il en va de même de f

�

(r) sur SO(

e

E); et l'on peut

voir que la forme de 
onnexion de 
ourbure 
orrespondante

e


 v�eri�e l'�egalit�e :

e


 = f

�

(
)

D'o�u Pf(

e


) = Pf(f

�


) = f

�

Pf(
): Mais alors si � est la solution de la proposition

n

Æ

3:5, e$

�

(f

�

�) = f

�

$

�

(�) = 2

m

m!f

�

Pf(
) = 2

m

m!Pf(

e


) et par 
ons�equent l'uni
it�e de la

solution dans la proposition n

Æ

3.5 permet de 
on
lure. �
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D�e�nition 3.2.8 Soient �

1

:= �

1

: E

1

! M; �

2

:= �

2

: E

2

! M deux �br�es ve
toriels.

Nous pouvons former la somme dire
te �

�1

1

(x)� �

�1

2

(x) pour tout x 2M:

Soit E = [

x2X

�

�1

1

(x) � �

�1

2

(x) � E

1

� E

2

muni de la topologie induite de E

1

� E

2

et soit

� : E ! M l'appli
ation qui envoie tous les �el�ements de �

�1

1

(x) � �

�1

2

(x) sur x: Alors

�

1

� �

2

: � : E !M est un �br�e ve
toriel nomm�e "somme de Whitney de �

1

et �

2

":

Proposition 3.10 Soient �

1

:= �

1

: E

1

! M; �

2

:= �

2

: E

2

! M des �br�es ve
toriels

orient�es sur M vari�et�e orient�ee, de dimensions respe
tives n

1

et n

2

: Si n

i

= 2m

i

alors, ave


les notations de la d�e�nition n

Æ

1:3:2;

C(�

1

� �

2

) =

(m

1

+m

2

)!

m

1

!m

2

!

C(�

1

)^ C(�

2

)

Si n

1

ou n

2

est impair alors C(�

1

� �

2

) = 0:

I Soient la m�etrique riemannienne <;>

i

sur �

i

pour i = 1; 2 et soit <;> la m�etrique

<;>

1

� <;>

2

sur �

1

� �

2

:= � : E ! M ave
 E := E

1

� E

2

: Soient les �br�es prin
ipaux


orrespondants $

i

: SO(E

i

) ! M et $ : SO(E) ! M: Notons �

i

: SO(E

1

) � SO(E

2

) !

SO(E

i

) les proje
tions naturelles. Si r

i

sont les 
onnexions sur SO(E

i

) de forme de 
ourbure




i

alors

�

�

1

r

1

� �

�

2

r

2

=

�

�

�

1

r

1

0

0 �

�

2

r

2

�

est une 
onnexion r

0

sur SO(E

1

) � SO(E

2

) de forme de 
ourbure




0

= �

�

1




1

� �

�

2




2

=

�

�

�

1




1

0

0 �

�

2




2

�

et l'on peut d�emontrer que r

0

peut être �etendue en une 
onnexion (que nous noterons

toujours r

0

) sur SO(E) de mani�ere unique. D�es lors

Pf(


0

) = Pf(�

�

1




1

)Pf(�

�

2




2

) = Pf(�

�

1




1

) ^ Pf(�

�

2




2

) = �

�

1

Pf(


1

) ^ �

�

2

Pf(


2

):

Si les �

i

et � sont donn�es par le r�esultat de la proposition n

Æ

3:5; alors les propri�et�es du

PfaÆen donnent :

$

�

(�) = 2

m

1

+m

2

(m

1

+m

2

)!Pf(


0

)

=

(m

1

+m

2

)!

m

1

!m

2

!

(2

m

1

m

1

!�

�

1

Pf(


1

)) ^ (2

m

2

m

2

!�

�

2

Pf(


2

))

=

(m

1

+m

2

)!

m

1

!m

2

!

�

�

1

$

�

1

(�

1

) ^ �

�

2

$

�

2

(�

2

)

=

(m

1

+m

2

)!

m

1

!m

2

!

$

�

(�

1

) ^$

�

(�

2

)

d'o�u � =

(m

1

+m

2

)!

m

1

!m

2

!

�

1

^ �

2

et la 
on
lusion s'impose. �

Corollaire 3.2 Soit � := � : E !M un �br�e ve
toriel orient�e sur une vari�et�e M orient�ee,

tel qu'une se
tion s ne s'annule pas. Alors,

C(�) = 0
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I Soient E

1

:= [

p2M

(R � s(p)) � E et E

2

:= [

p2M

(R � s(p))

?

� E (
e qui a un sens ave


la m�etrique riemannienne sur E): Alors �

1

:= �

1j

E

1

: E

1

! M est un �br�e de dimension 1

orient�e et �

2

:= �

2j

E

2

: E

2

!M est aussi orient�e. � ' �

1

� �

2

par d�e�nition, don
 la derni�ere

proposition assure que C(�) = 0: �

Corollaire 3.3 Si � := � : E !M est un �br�e ve
toriel orient�e de dimension paire n = 2m

sur une vari�et�e 
ompa
te orient�eeM , alors la 
lasse C(�) est un multiple de la 
lasse d'Euler

�(�):

I Soit S = f e 2 Ej < e; e >= 1g et D = f e 2 Ej < e; e >� 1g ave
 <;> la

m�etrique riemannienne sur �: On note �

0

: S ! M la restri
tion de � �a S: Voyons que le

�br�e �

�

0

� dispose d'une se
tion s qui ne s'annule pas : 8e 2 S; la �bre au-dessus de e est

feg� �

�1

(�

0

(e)) = feg� �

�1

(�(e)) et l'on peut d�e�nir s par s(e) = (e; e) 2 feg� �

�1

(�(e))

et bien sûr s(e) 6= (e; 0) don
 s ne s'annule pas. On peut alors appliquer le dernier 
orollaire:

C(�

�

0

�) = 0

Alors la proposition n

Æ

3:9 assure que �

�

0

C(�) = 0: Par ailleurs, on sait alors que la s�equen
e

H

n




(D � S)

�

! H

n

(D)

i

! H

n

(S) est exa
te et que D � S est di��eomorphe �a E. Puisque,

�

�

0

C(�) = 0; on a que i

�

(�

jD

)

�

(C(�)) = 0 et ainsi, (�

jD

)

�

(C(�)) 2 Im(�) et 
omme 
haque

�el�ement de H

n




(D � S) est un multiple de la 
lasse de Thom U de �; il existe a 2 R tel que

(�

jD

)

�

(C(�)) = a:�(U)

et on 
ompose par s

0

la se
tion nulle de M dans D :

C(�) = s

0

�

(�

jD

)

�

(C(�)) = a:s

0

�

(�(U)) = a:s

�

0

U = a:�(�)

ave
 s

0

la se
tion nulle de M dans D � S et puisque s

0

�

(�

jD

)

�

= Id

jH

k

(M)

: �

Remarque 15 Puisque H

n

(M) est de dimension 1, C(� : TM ! M) et �(� : TM ! M)

sont proportionnelles. Mais nous disposons d'un r�esultat bien plus fort et bien plus g�en�eral :

Proposition 3.11 Pour tout n = 2m entier pair; il existe une 
onstante A

n

2 R; telle que

pour tout �br�e ve
toriel � := � : E !M de dimension n,

C(�) = A

n

:�(�)

o�u M est une vari�et�e 
ompa
te orient�ee.

I Il suÆt de se ramener �a aux �br�es universaux orient�es b


n

(R

N

). En e�et, si l'on suppose

que la propri�et�e est vraie pour b


n

(R

N

) pour N > n; alors 
omme 
haque �br�e (�; �) de

dimension n sur une vari�et�e 
ompa
te est �equivalent �a f

�

(b


n

(R

N

); b�) ave
 f :M !

b

G

n

(R

N

);

on obtient que C(�) = C(f

�

(b


n

(R

N

))) et par la proposition n

Æ

3:9;

C(�) = f

�

(C(b


n

(R

N

))) = A

n

f

�

(�(b


n

(R

N

))) = A

n

�(�)
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par la proposition n

Æ

1:6:

Montrons don
 que la propri�et�e est vraie pour les �br�es universaux. D'apr�es le dernier


orollaire, ils existent des 
onstantes A

n;N

telles que

C(b


n

(R

N

)) = A

n;N

:�(b


n

(R

N

)) (�)

Soit i :

b

G

n

(R

N

) !

b

G

n

(R

M

) l'in
lusion 
anonique, et par 
ons�equent, i

�

b


n

(R

M

) ' b


n

(R

N

):

De nouveau les propositions n

Æ

3:9 et n

Æ

1:6 donnent :

C(b


n

(R

N

)) = i

�

C(b


n

(R

M

))

�(b


n

(R

N

)) = i

�

�(b


n

(R

M

))

et en 
omparant ave
 (�); on voit que A

n;N

= A

n;M

8N;M > n puisque �(b


n

(R

N

)) 6= 0

d'apr�es la proposition n

Æ

3:2; et la propri�et�e est vraie pour les �br�es universaux. �

3.3 Le Th�eor�eme de Gauss-Bonnet-Chern

Th�eor�eme 17 Soit n = 2m et M une vari�et�e 
ompa
te orient�ee de dimension n: Alors,

Z

M

K

n

dV =

1

2

V olume(S

n

):�(M)

I Les propositions n

Æ

3:5; 3:11 appliqu�ees au �br�e tangent donnent su

esivement, lorsqu'on

note � la 
lasse fondamentale de M :

�

Z

M

K

n

dV

�

� =

�

1

n!

Z

M

�

�

� =

1

n!

C(� : TM !M) =

A

n

n!

�(� : TM !M)

Mais la 
onstante A

n

d�e�nie dans la proposition pr�e
�edente vaut :

A

n

=

n!

2

V ol(S

n

) = �

n

2

2

n

�

n

2

�

! = �

m

2

n

m!

o�u V ol(S

n

) d�esigne le volume de la sph�ere S

n

: En e�et, si on prend M = S

n

pour l'�evaluer,

on obtient :

V ol(S

n

) =

A

n

n!

�(S

n

) = 2

A

n

n!

Le th�eor�eme est alors a
quis en utilisant �a nouveau le th�eor�eme de Poin
ar�e-Hopf. �

Remarque 16 Il existe une version de 
e th�eor�eme pour les vari�et�es �a bord qui s'inspire de


ette d�emonstration.

Remarque 17 La preuve du th�eor�eme a essentiellement utilis�e le fait que si � := � : E !M

est un �br�e et f : M

0

! M une appli
ation alors �(f

�

�) = f

�

(�(�)) et C(f

�

�) = f

�

(C(�)):

Evidemment 
ela 
onduit �a penser qu'il est int�eressant d'�etudier les 
lasses qui v�eri�ent

de telles propri�et�es. C'est dans 
e but que sont introduites les 
lasses 
ara
t�eristiques (de

dimension k) qui sont d�e�nies de la mani�ere suivante : on 
onsid�ere une fon
tion C qui

asso
ie �a un n-�br�e � := � : E ! M un �el�ement C(�) de H

k

(M) tel que si �

0

:= E

0

! M

0

est un autre n��br�e et (g; f) une �bration de �

0

sur � alors

C(�

0

) = f

�

(C(�)) 2 H

n

(M

0

)

On peut retrouver, par le 
on
ept des 
lasses 
ara
t�eristiques, le th�eor�eme de Gauss-Bonnet

que nous venons d'�enon
er (Cf S.S.Chern, "Complex manifolds without potential Theory",

Springer).
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Remarque 18 Donnons-nous une vari�et�e riemannienne (M

n

; g) o�u l'on impose qu'ils ex-

istent des 
onstantes Æ 2 R et A > 0 pour lesquelles ÆA < K < A (on parle alors de

"Æ-pin
hed" espa
es). Alors on dispose des r�esultats suivants, en liaison ave
 le th�eor�eme de

Gauss-Bonnet-Chern : si Æ > 1=4 alors M est hom�eomorphe �a S

n

et si Æ est assez pro
he

de 1, alors M est di��eomorphe �a S

n

:

Remarquons en�n que nous pouvons trouver des 
as simples o�u le th�eor�eme est v�eri��e.

En e�et, si l'on 
onsid�ere M une vari�et�e produit de la forme M = M

1

� M

2

ave
 M

1

et

M

2

des vari�et�es 
ompa
tes de dimensions paires (sinon le r�esultat est �evident) m

1

et m

2

respe
tivement. Les formes de volume dV

M

i

sont des m

i

-formes di��erentielles et dV

M

est une

(m

1

+m

2

= dimM)-forme di��erentielle. D�es lors dV

M

1

^ dV

M

2

peut être prise 
omme une

forme de volume sur M:

On sait que la 
ara
t�eristique d'Euler a la propri�et�e d'être multipli
ative, 
'est �a dire que

l'on a :

�(M) = �(M

1

)�(M

2

)

Montrons d'un autre 
ôt�e que l'on peut obtenir :

1

V ol(S

m

1

+m

2

)

Z

M

K

M

dV

M

=

1

V ol(S

m

1

)V ol(S

m

2

)

Z

M

1

�M

2

K

M

1

K

M

2

dV

M

1

dV

M

2

(�)


e qui permettra de 
on
lure en utilisant le th�eor�eme de Fubini (M

1

et M

2

sont 
ompa
tes).

Mais nous avons T (M

1

�M

2

) = TM

1

� TM

2

= TM et ainsi la 
onnexion de Ehresmann r

sur �(TM) est de la forme (r

1

;r

2

) o�u r

i

est la 
onnexion de Ehresmann sur M

i

: Soient

(e

i

)

1�i�m

1

et (e

i

)

m

1

+1�i�m

2

les bases de TM

1

et TM

2

; il est alors �evident que la forme de


ourbure 


ij

de M s'annule si i et j n'appartiennent pas simultan�ement soit �a l'ensemble

f1; :::; m

1

g, soit �a l'ensemble fm

1

+ 1; :::; m

2

g et ainsi 
 est de la forme :


 = 


1

� 


2

o�u 


i

est la forme de 
ourbure sur M

i

: Les propri�et�es du PfaÆen assurent que Pf(
) =

Pf(


1

) ^ Pf(


2

) et d'apr�es l'expression de la 
ourbure de Gauss en fon
tion du PfaÆen

obtenue �a la d�e�nition n

Æ

2:4:7; il nous suÆt de voir que :

1

V ol(S

m

1

+m

2

)

2

m

1

+m

2

2

�

m

1

+m

2

2

�

!

(m

1

+m

2

)!

=

1

V ol(S

m

1

)V ol(S

m

2

)

2

m

1

2

�

m

1

2

�

!

(m

1

)!

2

m

2

2

�

m

2

2

�

!

(m

2

)!

Mais

V ol(S

m

1

+m

2

) =

�

(

m

1

+m

2

2

)

2

(m

1

+m

2

)

�

m

1

+m

2

2

�

!

(m

1

+m

2

)!

et

V ol(S

m

1

)V ol(S

m

2

) =

�

(

m

1

2

)

�

(

m

2

2

)

2

m

1

2

m

2

�

m

1

2

�

!

�

m

2

2

�

!

(m

1

)! (m

2

)!

et l'on a bien l'�egalit�e (�):

Dans le même esprit, regardons 
e qui se passe dans le 
as du n-tore. Nous savons que

la 
ara
t�eristique d'Euler du n-tore est nulle. Nous allons montrer que l'on peut trouver

une m�etrique riemannienne plate pour le n-tore, et qu'alors la 
ourbure de Gauss induite
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sera nulle. Consid�erons le tore naturel : 
'est une surfa
e de Riemann admettant C 
omme

revêtement universel, h�eritant ainsi d'une m�etrique riemannienne plate g = dx

1

Æ dx

1

+

dx

2

Æ dx

2

: Soit (!

i

)

i=1;2

= (dx

i

)

i=1;2

la base duale; la formule de Maurer-Cartan assure que

d!

1

= !

2

1

^!

2

: Or d!

1

= d

2

x

1

= 0 don
, !

2

1

^!

2

= 0 et l'on obtient que !

2

1

= �!

2

et d!

2

1

= 0:

La formule de Gauss s'�e
rit d!

2

1

= �K!

1

^ !

2

: Mais 
omme !

1

^ !

2

6= 0; 
ela inf�ere que

K = 0; 
e que nous re
her
hions.

Dans le 
as du n-tore, la m�etrique riemannienne plate induite est de la forme g = g

1

+ :::+g

n

ave
 g

i

= dx

2i�1

Æ dx

2i�1

+ dx

2i

Æ dx

2i

et l'on refait le même raisonnement que pr�e
�edemment

mais ave
 
ette fois-
i g = dx

1

+ :::+dx

n

: Le th�eor�eme de Gauss-Bonnet est l�a en
ore v�eri��e.

Nous allons maintenant regarder quelques exemples d'utilisation du th�eor�eme de Gauss-

Bonnet. Consid�erons une isom�etrie du tore sur le tore muni de la m�etrique habituelle (on

pourra plus tard 
onsid�erer non pas le tore, mais la sph�ere S

2

) qui n'a que des points �xes

isol�es. Quel est le nombre maximal de points �xes d'une telle appli
ation ? Le th�eor�eme des

points �xes de Lefs
hetz-Hopf donne une solution �a 
ette question. Pour 
ela, introduisons

une nouvelle notion :

D�e�nition 3.3.1 Soit f un endomorphisme de 
omplexe de 
haines. Le nombre de Lefs
hetz

est donn�e par L(f) =

P

q

(�1)

q

tr(f

�

) o�u f

�

: H

i

(C

�

; K ) ! H

i

(C

�

; K ) est l'appli
ation induite

par f au niveau de l'homologie. Si f = Id; on retrouve la notion de 
ara
t�eristique d'Euler.

Le th�eor�eme de Lefs
hetz-Hopf assure que si M

n

est une vari�et�e 
ompa
te munie d'une

m�etrique riemannienne et si f :M

n

!M

n

est une isom�etrie alors

L(f) = �(Fix f)

o�u Fix f d�esigne l'ensemble des points �xes de f:

Dans le 
as du tore T

2

; H

0

(T

2

;R) ' R, H

1

(T

2

;R) ' R � R; H

2

(T

2

;R) ' R et l'on

peut majorer �(Fix f) par 4 (la diÆ
ult�e te
hnique est i
i d'exprimer H

1

(T

2

;R)): En�n,

une sym�etrie bien 
hoisie permet �evidemment de 
on
lure que le nombre maximal de points

�xes est 4. Dans le 
as de la sph�ere, ave
 le même raisonnement, on trouve que le nombre

maximal est 2.

Toujours pour �evaluer �(Fix f); nous allons maintenant utiliser le th�eor�eme de Gauss-

Bonnet. Bien sûr �(Fix f) 2 N puisqu'il y a un nombre �ni de points, et si nous 
onsid�erons

que Fix f = fx

i

g

1�i�n

; alors nous pouvons trouver sur M des voisinages g�eod�esiques 
on-

vexes D(x

i

); 
ontenant x

i

, et disjoints 2 �a 2. D'apr�es 
e que nous savons de la 
ara
t�eristique

d'Euler, �(Fix f) = � (t

n

i=1

D(x

i

)) et l'on obtient que

�(Fix f) �

1

2�

Z

t

n

i=1

D(x

i

)

jKjdV �

1

2�

Z

M

jKjdV

Si maintenant nous prenons la sph�ere M = S

2

ave
 la m�etrique riemannienne induite de R

3

;

alors K = 1 et �(Fix f) � 2 
e qui donne le r�esultat attendu, et l'on peut même g�en�eraliser

le raisonnement sans diÆ
ult�e en dimension sup�erieure dans le 
as de S

2n

.

Dans le 
as du tore, on peut �a nouveau 
onsid�erer la m�etrique riemannienne induite de R

3

et majorer la 
ourbure de K par 1: L'aire engendr�ee par le tore �etant �egale �a 2�� 2� = 4�

2

;

on voit que �(Fix f) � 2� don
 �(Fix f) � 6 
ar �(Fix f) 2 N . Ce n'est pas le r�esultat

optimal, mais le th�eor�eme de Gauss-Bonnet nous donne tr�es simplement une premi�ere id�ee

du r�esultat.
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En�n une derni�ere appro
he du th�eor�eme de Gauss-Bonnet-Chern peut s'appuyer sur des

m�ethodes analytiques "dures". Consid�erons �a titre d'exemple le th�eor�eme suivant, dont la

d�emonstration n'est pas moins remarquable que son �enon
�e :

Th�eor�eme 18 Soit (M; g

0

) une surfa
e de Riemann 
ompa
te pour laquelle �(M) < 0; et

soit une appli
ation K : M ! R de 
lasse C

1

telle que sup

M

K < 0: Alors il existe une

unique m�etrique riemannienne (lisse) de la forme g = e

2u

g

0

sur M de 
ourbure de Gauss K;

et l'appli
ation u est aussi de 
lasse C

1

:

I Notons K

0

la 
ourbure et dA

0

l'�el�ement d'unit�e d'aire de (M; g

0

). Si �

0

d�esigne le

Lapla
ien de (M; g

0

); on est 
onduit �a r�esoudre l'�equation di��erentielle non lin�eaire :

�

0

u = K e

u

�K

0

(E)

On va 
onstruire une solution sur un espa
e de Sobolev H vu 
omme le 
ompl�et�e de C

1

(M)

par la norme w !

p

(jjwjj

2

2

+ jjr

0

wjj

2

2

) (Cf d�e�nition n

Æ

4:2:2). Soient les fon
tionnelles F

et G d�e�nies sur H par :

F(u) =

Z

M

jr

0

uj

2

+ 2K

0

u dA

0

G(u) =

Z

M

K e

2u

dA

0

Remarquons que toute solution u 2 H de (E) v�eri�e que

G(u) =

Z

M

(K

0

+�

0

u) dA

0

=

Z

M

K

0

dA

0

= 2��(M)

d'apr�es le th�eor�eme de Gauss-Bonnet.

Nous sommes en fait amen�es �a trouver un minimum pour F sur l'hypersurfa
e de H

d�e�nie par 
 := G(u) = 2��(M) 6= 0: En e�et, si v est un tel minimum, G n'ayant au
un

point 
ritique, l'�enon
�e de la 
ondition d'Euler-Lagrange assure qu'il existe une 
onstante

� 2 R telle que

rF(v) = �rG(v)

soit en
ore :

�

0

v +K

0

= �K e

2v

(E

0

)

et l'on obtient par int�egration que


 =

Z

(M;g

0

)

K

0

dA

0

= �

Z

(M;g

0

)

K e

2v

dA

0

= �

Z

(M;g)

K

g

dA

g

= �


et par 
ons�equent � = 1; dans 
e 
as v v�eri�ant (E

0

) est aussi solution de (E).

Il nous reste don
 �a trouver un minimum v pour la fon
tionnelle F : Admettons tout

d'abord que la fon
tionnelle G est faiblement 
ontinue sur H: Notons par ailleurs H

0

= fu

0

2

H;

R

M

u

0

= 0g: L'in�egalit�e de Poin
ar�e assure qu'il existe une 
onstante 
 = 
(M; g

0

) telle

que pour u

0

2 H

0

,

jju

0

jj

2

2

� 
jjr

0

u

0

jj

2

2
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et l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz donne imm�ediatement que F est minor�ee sur l'ensemble

H

0

. Comme nous avons suppos�e que sup

M

K < 0, d'apr�es les propri�et�es de l'exponentielles,

on peut 
onstruire fa
ilement au moins une appli
ation 
ontinue f �a valeurs r�eelles telle que

G(f) = 
: Soit m = F(f) et soit l'ensemble

B = fu 2 H;F(u) � m et G(u) = 
g

Alors B est bien sûr non vide, et F est minor�ee sur B: En e�et, tout u 2 H se d�e
ompose

sous la forme

u = �u+ u

0

o�u u

0

2 H

0

et �u =

R

M

u dA

0

R

M

dA

0

2 R: Nous savons que si � : R ! R est 
ontinue 
onvexe et que

f est int�egrable sur M , on dispose de l'in�egalit�e de Jensen :

�

�

1

V ol(M)

Z

M

f dA

0

�

�

1

V ol(M)

Z

M

� Æ f dA

0

Ainsi, pour u

0

2 H

0

, on voit que jG(u

0

)j � inf

M

jKj � e

2

R

M

u

0

dA

0

� inf

M

jKj et 
omme G(u) =

e

2�u

G(u

0

); on obtient que �u est major�ee sur B. Alors la relation :

F(u) = F(u

0

+ �u) = F(u

0

) + 2
�u

(o�u 
 < 0) et le fait que F soit minor�ee sur H, montre bien que F est minor�ee.

Posons dans 
es 
onditions � = inf

B

F : Le même raisonnement 
ombin�e ave
 l'in�egalit�e

de Poin
ar�e assure que �u est minor�ee sur B et l'on peut d�eduire 
ette fois-
i que B est un

ensemble born�e de H.

Soit maintenant (v

n

) une suite de B minimisant la fon
tionnelle F . B �etant born�e dans

H, il existe une sous-suite qui 
onverge faiblement vers v 2 H et puisque G est faiblement


ontinue, on a G(v) = 2��(M). Alors F(v) � lim infF(v

n

); l'appli
ation w! jjrwjj

2

�etant

faiblement 
ontinue, et par 
ons�equent F(v) = � par minimalit�e et v est une solution au

probl�eme de (E): La r�egularit�e de v est simplement un r�esultat d'analyse fon
tionnelle. �

4 Probl�eme de l'indi
e

4.1 Le th�eor�eme de Riemann-Ro
h

L'�enon
�e 
lassique de 
e th�eor�eme a �et�e am�elior�e maintes fois ave
 les derniers travaux de

Atiyah-Singer. Nous suivrons i
i le d�eveloppement historique.

Soit M une surfa
e de Riemann 
ompa
te et f une fon
tion m�eromorphe d�e�nie sur

M: On sait que pour p 2M; on peut exprimer f lo
alement sous la forme :

f(z) =

1

X

k=n

a

k

z

k

ave
 a

n

6= 0 et bien sur n = n(p) 2 Z d�epend de p: On nomme 
et entier l'ordre de f en p:
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D�e�nition 4.1.1 Le diviseur de la fon
tion m�eromorphe f est d�e�ni par :

div(f) =

X

p

n(p)p

Cette d�e�ntion a un sens 
ar les z�eros et les pôles d'une fon
tion m�eromorphe sont en

nombre �ni lo
alement. De mani�ere plus g�en�erale, on entend par diviseur tout somme �nie

de la forme

D =

X

p

m(p)p

ave
 m(p) 2 Z et l'on notera alors deg(D) le degr�e du diviseur D :

deg(D) =

X

p

m(p)

Le diviseur D sera dit positif si 8p; m(p) � 0 et on notera alors D� 0:

Nous allons nous int�eresser �a l'espa
e des fon
tions m�eromorphes f telles que div(f) +

D� 0 pour D �x�e, espa
e dont la dimension sera not�ee l(D): Le th�eor�eme de Riemann-Ro
h

assure que :

l(D) = deg(D)� g + i+ 1

ave
 g le genre de M et i l'indi
e de sp�e
ialit�e de D:

Qu'est 
e que l'indi
e de sp�e
ialit�e ? On dit que les diviseurs D et D

0

sont lin�eairement

�equivalents s'il existe une fon
tion m�eromorphe f telle que D � D

0

= div(f) et l'on peut

ais�ement v�eri�er que 
'est en fait une relation d'�equivalen
e. Soit maintenant w = b(z)dz

une forme di��erentielle m�eromorphe pour laquelle nous avons lo
alement en p :

b(z) =

1

X

k=n

b

k

z

k

ave
 b

n

6= 0: Alors on d�e�nit div(w) =

P

p

n(p)p et la 
lasse d'�equivalen
e de diw(w) est

appel�ee 
lasse 
anonique du diviseur et not�ee K:

Proposition 4.1 K ne d�epend pas de w.

I Soit w

1

une autre forme di��erentielle m�eromorphe. Alors w

1

2 K 
ar si l'on note

div(w) =

P

p

n(p)p et div(w

1

) =

P

q

m(q)q et alors on sait qu'il existe une fon
tion m�eromorphe

f telle que div(f) =

P

r

(n(r)�m(r))r: �

Alors,

i = dimH

0

(M;


K�D

)

o�u 


K�D

est l'ensemble des germes de fon
tions m�eromorphes f telles que si w 2 K; alors

div(f) + [div(w)�D℄� 0:

Remarque 19 H

0

(M;S) o�u M est une vari�et�e et S est un fais
eau, est l'ensemble de toutes

les se
tions globales (s

i

= s

j

dans U

i

\ U

j

6= ;) de S : s

i

: U

i

! M ave
 fU

i

g re
ouvrement

de M et s

i

se
tion.
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Th�eor�eme 19 (Dualit�e de Serre)

Il y a un isomorphisme :

H

0

(M;


K�D

) � H

1

(M;


D

)

Corollaire 4.1 Une forme 
lassique du th�eor�eme de Riemann-Ro
h est :

dimH

0

(M;


D

)� dimH

1

(M;


D

) = deg(D)� g + 1:

4.2 Alg�ebres de Cli�ord et Op�erateurs de Dira


Nous savons que la m�etrique sur TM induit une m�etrique sur �

k

T

�

M �br�e des tenseurs

antisymm�etriques. Si l'on note � = A

i

1

:::i

k

dx

i

1

^ ::: ^ dx

i

k

et � = B

j

1

:::j

k

dx

j

1

^ ::: ^ dx

j

k

alors on posera (�; �) = k!g

i

1

j

1

:::g

i

k

j

k

A

i

1

:::i

k

B

j

1

:::j

k

ave
 toujours g

ij

= (dx

i

; dx

j

): On 
onnait

l'op�eration de Hodge qui asso
ie �a une k-forme � l'unique (n� k) forme �� telle que, pour

toute k-forme �

(�; �)vol = � ^ ��

ave
 vol =

p

gdx

1

^ ::: ^ dx

n

:

Dans 
es 
onditions, on d�e�nit l'op�erateur d

�

en tant qu'adjoint formel de d: Pour être

plus pr�e
is, si � est une k-forme, alors

d

�

� = (�1)

nk+n+1

�d(��)

et d

�

� est une (k�1)-forme et l'on a dans le même temps si l'une des k�formes est �a support


ompa
t :

< �; � >=

Z

M

(�; �)vol =

Z

M

� ^ �� =

Z

M

� ^ ��

Propri�et�es analytiques des Op�erateurs de Dira


Nous travaillerons pour d�e�nir les s�eries de Fourier sur le Tore T

n

= R

n

=2�Z

n

:

D�e�nition 4.2.1 Soit f : T

n

! R une fon
tion int�egrable. La s�erie de Fourier de f est

d�e�nie par la s�erie formelle :

X

j2Z

n

a

j

e

ij:x

o�u a

j

=

b

f(j) =

1

(2�)

n

R

T

n

f(t)e

�ij:t

dt:

Nous avons les r�esultats bien 
onnus suivants :

Th�eor�eme 20 (Th�eor�eme de Plan
herel)

Pour tout f 2 L

2

(T

n

);

Z

T

n

jf j

2

= (2�)

n

X

j

j

b

f(j)j

2

Th�eor�eme 21 (Th�eor�eme d'inversion sur L

2

)

Pour f 2 L

2

(T

n

) la s�erie de Fourier de f 
onverge vers f pour la norme L

2

:
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Th�eor�eme 22 (Th�eor�eme d'inversion sur C

1

)

Pour f 2 C

1

(T

n

) la s�erie de Fourier de f 
onverge vers f au sens de la topologie de la


onvergen
e uniforme (C

1

(T

n

) est un espa
e de Fr�e
het): Par ailleurs, il y a d�e
roissan
e

rapide des 
oeÆ
ients de Fourier de f , 
'est �a dire 8N 2 N; 9


N

2 R; tels que l'on ait

j

b

f(j)j � 


N

(1 + jjj)

N

:

D�e�nition 4.2.2 Soit k un entier positif. Le produit de s
alaire de Sobolev sur C

1

(T

n

)

d'ordre k est d�e�ni par la formule :

< f

1

; f

2

>

k

= (2�)

n

X

j

b

f

1

(j)

b

f

2

(j)

�

1 + jjj

2

�

k

et la k-norme de Sobolev est d�e�nie naturellement �a partir de 
e produit s
alaire. On note

W

k

le k

�eme

espa
e de Sobolev qui est le 
ompl�et�e de C

1

(T

n

) par la k-norme de Sobolev.

Remarque 20 On peut penserW

k


omme l'espa
e des fon
tions dont les k premi�eres d�eriv�ees

appartiennent �a L

2

:

Voil�a un dernier th�eor�eme fondamental dans la th�eorie des espa
es de Sobolev:

Th�eor�eme 23 Pout tout entier p > n=2 l'espa
e W

k+p

est in
lus dans C

k

et l'appli
ation

d'in
lusion est 
ontinue. D�es lors la k-norme de Sobolev sur C

1

(T

n

) est �equivalente �a la

norme suivante :

f 7!

X

j�j�k













�f

�x

�













L

2

Nous allons maintenant d�e�nir les espa
es de Sobolev pour des vari�et�es. Soit M une

vari�et�e C

1


ompa
te, (U

j

) un re
ouvrement ouvert de M et ( 

j

) une partition de l'unit�e

subordonn�ee �a (U

j

) ave
 des fon
tions C

1

: Soit en�n �

j

les di��eomorphismes de U

j

sur T

n

:

D�e�nition 4.2.3 On d�e�nit la k-norme de Sobolev sur C

1

(M) par :

jjf jj

k

=

X

j

jj

�

 

j

f

�

Æ �

�1

j

jj

k

et 
ette d�e�ntiion ne d�epend ni du 
hoix des 
artes, ni de 
elui de la partition. En�n, W

k

(M)

est le 
ompl�et�e de C

1

(M) pour la norme que l'on vient de d�e�nir.

L'Alg�ebre de Cli�ord

D�e�nition 4.2.4 Soit V un espa
e ve
toriel muni d'une forme bilin�eaire symm�etrique not�ee

( , ). L'alg�ebre de Cli�ord Cl(V ) de V est l'alg�ebre unitaire telle qu'il existe une appli
ation

� : V ! Cl(V ) ave
 �(v)

2

= �(v; v)1 et telle que pour toute autre appli
ation  : V ! Cl(V )

v�eri�ant 
ette relation, le diagramme suivant soit 
omutatif par un isomorphisme i :

V

�

�! Cl(V )

&

'

# i

Cl(V )
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D�e�nition 4.2.5 Un �br�e S de modules de Cli�ord sur une vari�et�e riemannienne M est

un �br�e ve
toriel dont 
haque �bre S

m

en m 2M est un module sur Cl(T

m

M � C ): De plus

on dit que S est un �br�e de Cli�ord s'il est muni d'un produit s
alaire hermitien et d'une


onnexion r telles que:

Pour tout ve
teur � 2 T

m

M sur S

m

; (�s

1

; s

2

) + (s

1

; �s

2

) = 0

Si X; Y sont des 
hamps de ve
teurs, s 2 C

1

(S); (r

X

Y ) s+ Yr

X

s:

D�e�nition 4.2.6 Soit une base orthonorm�ee lo
ale (e

�

) sur les se
tions du �br�e tangent

TM: Alors l'op�erateur de Dira
 est d�e�ni pour tout �el�ement s 2 C

1

(S) par

Ds =

X

�

e

�

r

�

s

et en d�e�nissant le produit int�erieur, on peut d�emontrer que

Ds = ds+ d

�

s

et ainsi D

2

= dd

�

+ d

�

d est le Lapla
ien. On parle alors du 
omplexe de Dira
 (S; d):

4.3 Vers le th�eor�eme d'Atiyah-Singer

D�e�nition 4.3.1 Soient B

1

et B

2

des espa
es de Bana
h. Un op�erateur 
ontinu A : B

1

!

B

2

est un op�erateur de Fredholm si Ker(A) est de dimension �nie et Im(A) ferm�ee dans B

2

de 
odimension �nie. On d�e�nit l'index de A par

ind(A) = dimKer(A)� 
odim(A)

Soit maintenant M une vari�et�e riemannienne 
ompa
te. Soit S un �br�e de Cli�ord sur

M et soit D l'op�erateur de Dira
 
orrespondant. D peut être 
onsid�er�e 
omme un op�erateur

born�e de l'espa
e de Sobolev W

1

(S) dans L

2

(S):

Proposition 4.2 L'op�erateur de Dira
 D est un op�erateur de Fredholm de W

1

(S) vers

L

2

(S):

Malheureusement, si l'on 
al
ule l'index de D; on s'aper�
oit qu'il est nul. Pour que la

notion d'index soit int�eressante, nous allons �etudier un autre op�erateur :

D�e�nition 4.3.2 L'op�erateur de Dira
 D est dit gradu�e si le �br�e S se divise en 2 et se

d�e
ompose sous la forme S

0

� S

1

et alors D peut s'�e
rire :

�

0 d

�

d 0

�

Si nous utilisons l'op�erateur de graduation :

" =

�

1 0

0 �1

�

alors S

0

et S

1

sont les �br�es asso
i�es aux valeurs propres de l'involution " et "D est gradu�e"

signi�e que D"+ "D = 0: d est aussi un op�erateur de Fredholm de W

1

(S

0

) dans L

2

(S

1

):
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Proposition 4.3 L'index de d est la 
ara
t�eristique d'Euler du 
omplexe de Dira
 (S; d)

(I
i il s'agit d'une g�en�eralisation de la 
ara
t�eristique d'Euler : 
'est le nombre de Lefs
hetz

L(�) =

P

q

(�1)

q

tr(�

�

jH

q

(M)

) lorsque � = Id):

Soit S = S

0

� S

1

un �br�e de Cli�ord gradu�e et soit T un op�erateur sur L

2

(S) tel qu'il

existe un noyau k et que T (x) =

R

k(x; y) vol(y): La super tra
e de T est T

S

(T ) = Tr("T )

ou " est l'op�erateur que nous venons de d�e�nir. Nous avons la formule :

Tr

S

(T ) =

Z

tr

S

k(m;m) vol(m)

ave
 toujours tr

s

(k) = tr("k) et k le noyau de l'op�erateur T:

Proposition 4.4 Soit D un op�erateur de Dira
 gradu�e. Alors

ind(D) = Tr

S

(e

�tD

2

)

pour tout t > 0:

En �e
rivant un �equivalent asymptotique du noyau de e

�tD

2

, on obtient Tr

S

(e

�tD

2

) sous

la forme

1

(4�t)

n=2

�

Z

tr

S

�

0

+ t

Z

tr

S

�

1

+ :::

�

L'index de l'op�erateur gradu�e de Dira
 D est soit 0 si la dimension de M est impaire soit

�egal �a

1

(4�)

n=2

Z

tr

S

�

n=2

si la dimension de M est paire, ave
 dim M = n; et �

n=2

une 
ertaine expression alg�ebrique

en la m�etrique et les 
oeÆ
ients de la 
onnexion (et de l'expression de leurs d�eriv�ees).

Le th�eor�eme d'Atiyah-Singer permet de donner simplement une valeur �a �

n=2

et surtout

d'exprimer 
ette valeur de fa�
on topologique et non pas en fon
tion de la m�etrique 
hoisie ou

de la 
onnexion. On peut aussi retouver �a partir de 
e th�eor�eme le th�eor�eme de Gauss-Bonnet

ainsi que la formule de Riemann-Ro
h.
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