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L'objet de e m�emoire est de pr�esenter les r�esultats du travail de G. Tian, qui sous

l'impulsion des nouvelles id�ees de S.K Donaldson et P. Thomas [7℄, a ommen�e �a �elaborer

une nouvelle th�eorie de Jauge pour les vari�et�es de dimension sup�erieure �a 4. Même si nous

n'aborderons pas et aspet, la prinipale motivation sous-jaente �a es nouvelles id�ees est

bien sûr de nature topologique puisqu'il s'agit d'�etendre les invariants de Donaldson relatifs

�a l'espae de modules des solutions des �equations de Yang-Mills anti-auto-duales. Comme on

le sait en dimension 4, l'utilisation de tels invariants s'av�ere être un domaine d'investigation

fort rihe en renseignements sur la nature topologique des objets �etudi�es. D'un autre ôt�e la

th�eorie des vari�et�es est intimement reli�ee �a elle des fontions et des �br�es vetoriels et don

�a la g�eom�etrie alg�ebrique. C'est de e point de vue que nous herhons �a omprendre l'oeuvre

de G. Tian qui s'est employ�e �a d�erire g�eom�etriquement une ompati�ation analytique de

l'espae de modules d'instantons anti-auto-duaux.

A et e�et, nous ommenerons dans une premi�ere partie par d�e�nir les outils

n�eessaires pour une approhe alg�ebrique et nous rappellerons les r�esultats lassiques de

la th�eorie de Jauge et leur interpr�etation alg�ebro-g�eom�etrique via la notion de stabilit�e.

Dans un seond temps, nous expliquerons en d�etail la perspetive de G. Tian en expliitant

plus partiuli�erement le as des vari�et�es Calabi-Yau et des instantons omplexes ainsi que

les m�ethodes d'analyse omplexe et harmonique qui sont n�eessaires pour parvenir �a la om-

pati�ation de l'espae de modules. En dernier lieu, nous nous attaherons �a mettre en plae

une strat�egie d'�etude de ette ompati�ation et en partiulier du lieu de singularit�e d'une

suite d�eg�en�eresente d'instantons via une tehnique d'�elatements. Notre but ultime serait

d'obtenir, dans le as de vari�et�es alg�ebriques, une ompati�ation enore plus naturelle que

elle que propose N.P. Buhdahl grâe �a la Th�eorie des Invariants G�eom�etriques d�evelopp�ee

par A. Grothendiek et ainsi r�epondre aux onjetures pos�ees par G. Tian. Nous pr�esenterons

ii le omportement de l'espae de modules de �br�es stables eu �egard aux �elatements que

nous expliitons dans le as du plan projetif en esp�erant pouvoir ult�erieurement ompl�eter

notre programme de reherhe.

Je tiens en�n �a remerier tous eux qui ont su me faire d�eouvrir durant es deux

derni�eres ann�ees l'immensit�e et la beaut�e de la g�eom�etrie alg�ebrique et di��erentielle. Je

veux en partiulier exprimer ma reonnaissane �a Philippe Eyssidieux qui a pris le temps de

diriger mes premiers travaux de reherhe et qui a supervis�e ave attention la r�edation de

e m�emoire.
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1 Introdution

1.1 Rappels sur la notion de stabilit�e d'un �br�e

Nous travaillons dans e paragraphe sur X surfae lisse alg�ebrique et ave des �br�es

vetoriels holomorphes de rang d = 2 sur ette surfae. Fixons un �br�e ample W sur X et

d�esignons par �

W

(V ) =

1

rang(V )

�



1

(V ) �W

d�1

�

la pente du faiseau oh�erent et sans torsion

V par rapport �a W:

D�e�nition 1.1.1 V est dit W -stable (respetivement W -semi-stable) si pour tout sous-

faiseau oh�erent F ave 0 < rang(F ) < rang(V ) on a �(F ) < �(V ) (respetivement

�(F ) � �(V )).

Tout �br�e en droite est ainsi stable. Soulignons par ailleurs que V est W -stable si et

seulement si V est aW -stable et que la notion de stabilit�e d�epend seulement de la lasse

d'�equivalene num�erique de W: Si maintenant V est un �br�e de rang 2 et F est un faiseau

oh�erent sans torsion de rang 1, son bidual F

__

est un faiseau r�eexif de rang 1 sur la

surfae X et don un sous-�br�e en droite. On a don F de la forme D
I

Z

ave dimZ = 0 et

une inlusion de F

__

= L dans V = V

__

: Ainsi, en rang 2, il suÆt de regarder les sous-�br�es

en droite pour v�eri�er la stabilit�e.

Le �br�e V de rang 2 sera dit W -stable (respetivement W -semi-stable) si pour tout sous

�br�e en droite D de V; l'on a �(D) < �(V ) (respetivement �(D) � �(V )), e qui se traduit

simplement dans le as o�u 

1

(V ) = 0 par :



1

(D) � 

1

(W ) < 0

Proposition 1.1 Soit D

�

! V un sous-�br�e en droite (e qui existe toujours pour un �br�e

vetoriel de rang 2). Alors il existe un unique diviseur e�etif E sur X (qui peut être nul)

telle que � se fatorise via l'inlusion D ! D
O

X

(E) et tel que V= (D 
O

X

(E)) est sans

torsion. De plus, si V=D est sans torsion (id est E = 0) alors il existe Z sous-sh�ema de

dimension 0 tel que l'on ait la suite exate :

O ! D! V ! D

0


 I

Z

! 0

ave D

0

diviseur.

Il suÆt pour v�eri�er la stabilit�e de regarder seulement les �br�es en droite D tels que V=D

est sans torsion puisque dans le as ontraire la derni�ere proposition permet de fatoriser

l'appliation naturelle D ! V via l'inlusion D ! D 
 O

X

(E) (E est un diviseur e�etif

non nul) ave V=D
O

X

(E) sans torsion et que W � (D 
O

X

(E)) =W �D+W �E > W �D:

Remarque 1 Conernant les lasses de Chern sur une surfae lisse : nous itons les r�esultats

lassiques suivants :

{ Si L est un �br�e en droite et V un �br�e de rang r; alors 

1

(V 
 L) = 

1

(V ) + r

1

(L):
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{ Si V est un �br�e de rang 2 pour lequel on a la suite exate :

0! L! V ! L

0


 I

Z

! 0

o�u Z sous-sh�ema support�e par fp

1

; :::; p

k

g de dimension 0, alors :



1

(V ) = 

1

(L) + 

1

(L

0

)



2

(V ) = 

1

(L)

1

(L

0

) + l(Z)

ave l(Z) =

P

i

dimO

X;p

i

=I

Z;p

i

= 

2

(I

Z

) en appliquant la formule du produit de Whit-

ney �a (j : Z ! X d�esigne juste l'inlusion) :

0! I

Z

! O

X

! j

�

O

Z

! 0

Donnons maintenant quelques r�esultats lassiques onernant les �br�es stables et en par-

tiulier pour eux sur P

2

o�u la notion de stabilit�e est bien sûr par rapport �a O

P

2

(1):

Proposition 1.2 Soit V un faiseau sans torsion sur X: Alors,

1. V est stable si et seulement si pour tout sous-faiseau oh�erent F de V pour lequel

rang(F ) < rang(V ) et tel que V=F est sans torsion, on a �(F ) < �(V ):

2. V est stable si et seulement si V

__

est stable.

3. V est stable si et seulement si il existe un �br�e en droite D tel que V 
D est stable.

I Regardons e qui se passe dans le as du rang 2. On sait alors que �(V 
 F ) =

�(V ) + W � F et l'on peut onlure pour 1) et 3): En�n, dans le as du rang �egal �a 2;

V

__

= V: �

Proposition 1.3 Si � : V

1

! V

2

est un homomorphisme entre deux faiseaux sans torsion

stables et que �(V

1

) = �(V

2

) alors � est injetive et même un isomorphisme si V

i

sont des

�br�es vetoriels ou V

1

= V

2

:

Proposition 1.4 Si V est un faiseau stable sans torsion, alors V est simple, 'est �a dire

EndV = f�Id : � 2 C g:

I La derni�ere proposition prouve que si � est un endomorphisme non nul de V alors 'est

un isomorphisme. Un r�esultat standard d'alg�ebre (Lemme de Shur) assure alors que EndV

est une alg�ebre de dimension �nie sur C et �nalement EndV = C . �

Lemme 1.1 Pour un �br�e V de rang 2 sur P

2

; il existe un entier k

V

et un sous-�br�e en

droite O

P

2

(k

V

) de V tel que, pour tout entier k; s'il y a une appliation non nulle O

P

2

(k)! V

alors k � k

V

: De plus, le quotient de V par un sous-�br�e en droite de V isomorphe �a O

P

2

(k

V

)

est sans torsion.

I Pour k � 0 il existe une appliation non nulleO

P

2

(k)! V et en utilisant la proposition

n

Æ

1.1, il existe un diviseur e�etifD sur P

2

tel que ette appliation se fatorise par O

P

2

(k)!

O

P

2

(k)
 O

P

2

(D) ave un quotient de la forme O

P

2

(k

0

)
 I

Z

: Ainsi, il existe des entiers l et

k

0

et une suite exate de la forme

0! O

P

2

(l)! V ! O

P

2

(k

0

)
 I

Z

! 0

Si n > max(l; k

0

) alors Hom(O

P

2

(n); V ) = H

0

(V 
 O

P

2

(�n)) = 0 et l'existene de l'entier

k

V

s'ensuit. �

4



Corollaire 1.1 V est stable si et seulement si 2k

V

< d; o�u detV = O

P

2

(d).

I V est stable si et seulement si pour toute appliation non nulle O

P

2

(k) ! V; nous

avons k <

1

2

d e qui est �equivalent �a k

V

<

1

2

d: �

Corollaire 1.2 Un �br�e de rang 2 sur P

2

est stable si et seulement s'il est simple.

I Dans un sens, 'est diretement la proposition n

Æ

1.4. Si V n'est pas stable et que

detV = O

P

2

(d) alors il existe une suite exate

0! O

P

2

(k)! V ! O

P

2

(k

0

)
 I

Z

! 0

ave k + k

0

= d et 2k � d. Alors, k

0

� k et il existe une inlusion O

P

2

(k

0

)
 I

Z

� O

P

2

(k

0

) �

O

P

2

(k):

Ainsi, on obtient une appliation non nulle V ! O

P

2

(k

0

)
 I

Z

! O

P

2

(k) ! V qui n'est pas

une multipliation par un salaire. Alors, V n'est pas simple. �

1.2 Connexions anti-auto-duales et �br�es stables

D�esignons par M une vari�et�e et E un �br�e vetoriel C

1

sur M de rang r: Nous savons

que la di��erene entre deux onnexions est une forme C

1

�a oeÆients dans EndE: Pour

toute onnexion D, il existe une extension naturelle en un op�erateur A

p

(E) vers A

p+1

(E)

o�u A

i

(E) est le �br�e vetoriel des i-formes �a oeÆients dans E en satisfaisant la r�egle de

Leibniz. Dans le as o�u E = E

1

� E

2

et o�u parall�element on a D = D

1

� D

2

; ave D

i

onnexion sur E

i

; D sera dite r�edutible et irr�edutible dans le as ontraire.

En hoisissant une base loale (s

i

) de setions C

1

on peut identi�er une setion ave un

veteur de setions et �erire Ds = ds + As o�u A est une matrie de 1-formes, nomm�ee

matrie de onnexion . Dans e as, la ourbure est donn�ee loalement par

D

2

= F

A

= dA+ A ^ A 2 �(A

2

(EndE))

Supposons que E soit muni d'une m�etrique hermitienne <;> et que D soit ompatible ave

ette m�etrique, 'est �a dire < Ds

1

; s

2

> + < s

1

; Ds

2

>= d < s

1

; s

2

> o�u (s

i

)

i=1::r

est

orthonormale pour <;> : Alors A est une 1-forme �a valeurs dans U(r); l'alg�ebre de Lie de

U(r); et A est dite unitaire (ou hermitienne).

Supposons d�esormais que M est une vari�et�e omplexe et don que d = � +

�

�: Notons




p;q

(M) le �br�e vetoriel des formes de type (p; q). Alors, si E est un �br�e holomorphe,

�

� est

bien d�e�ni sur les setions C

1

de E et nous dirons que D est ompatible ave la struture

omplexe si �

0;1

(D) =

�

� o�u �

0;1

: A

1

(E)! 


0;1

(E) est la projetion induite par la projetion

des 1-formes sur M sur les (0; 1)-formes. Remarquons aussi que �

0;2

D

2

= 0:

Supposons maintenant que M est une vari�et�e K�ahlerienne munie d'une m�etrique de K�ahler

!: Si E est un �br�e vetoriel holomorphe sur M ave une m�etrique hermitienne et D une

onnexion unitaire sur E ompatible ave la struture omplexe, D

2

est une (1; 1)-forme �a

oeÆients dans EndE; et ainsi D

2

^!

n�1

est une (n; n)-forme �a oeÆients dans EndE: On

peut don �erire D

2

^ !

n�1

=

^

F � !

n

;

^

F �etant bien sûr une setion C

1

de EndE:
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D�e�nition 1.2.1 Soit M une vari�et�e k�ahlerienne ompate munie de la m�etrique de K�ahler

! et E un �br�e holomorphe sur M ave une m�etrique hermitienne. Si D est une onnexion

unitaire sur E ompatible ave la struture omplexe, alors D est dite Hermite-Einstein si,

ave les notations pr�e�edentes

^

F = �Id o�u � est une onstante.

Si

^

F = �Id alors trae(D

2

) ^ !

n�1

= r�!

n�1

et don en int�egrant,

�2�i

Z

M



1

(E) ^ !

n�1

= r�

Z

M

!

n

= r�n!V ol(M)

'est �a dire qu'�a une onstante pr�es, � = �i�

!

(E) ave la \pente" (ou degr�e normalis�e)

�

!

(E) =

1

r

Z

M



1

(E) ^ !

n�1

qui est l'analogue de la pente alg�ebrique. Consid�erons le as o�u E est un �br�e en droite

muni d'une m�etrique j; j

2

et D une onnexion sur E: Au �br�e E on assoie la onnexion

unitaire ompatible D

0

. On peut montrer que si l'on hange j; j

2

par e

h

j; j

2

; alors D

0

est

rempla�ee par D

0

+ �h et D

2

0

par D

2

0

+ �

�

�h: Il existe un hoix onvenable de h tel que

D

2

0

+ �

�

�h est une forme harmonique de type (1; 1) et s'�erit don !+� ave  onstante et

� (1; 1)-forme harmonique. Le fait que M soit k�ahlerienne et que � est harmonique entraine

(puisque

R

M

�^!

n�1

= 0; puisque [!

n

℄ 6= 0) que � est orthogonale �a !

n�1

. On voit ainsi que

si D

2

est harmonique, alors D est une onnexion Hermite-Einstein e qui motive l'�etude de

e type d'appliations. En fait, il existe un hoix unique de m�etrique sur E (�a une onstante

multipliative pr�es) tel que la onnexion ompatible orrespondante soit Hermite-Einstein.

Remarquons aussi, que si 

1

(E) = 0 et M une ourbe omplexe ompate, alors D est

Hermite-Einstein si et seulement si D

2

= 0; 'est �a dire, par d�e�nition, si et seulement si D

est une onnexion plate unitaire.

Dans le as o�uM est une surfae k�ahlerienne ompate de forme de K�ahler !; l'op�erateur

de Hodge � agit sur les 2-formes et le �br�e A

2

(M) se d�eoupe suivant les espaes propres




2

+

(M) et 


2

�

(M) pour les valeurs propres +1 et �1 respetivement. Cei s'�etend bien sûr �a

A

2

(E): Si l'on se donne une onnexion D sur E; on peut naturellement s�eparer sa ourbure

en deux parties D

2

+

et D

2

�

:

D sera dite auto-duale si D

2

�

= 0 et anti-auto-duale si D

2

+

= 0: Dans le as de la

dimension 2; ave M surfae de K�ahler, on peut v�eri�er que le omplexi��e 


2

+

(M) est juste




2;0

(M)�


0;2

(M)�A

0

(M)

C

�! o�u A

0

(M)

C

est le �br�e des fontions C

1

�a valeurs omplexes

sur M et que le omplexi��e de 


2

�

(M) est le ompl�ementaire orthogonal de ! dans 


1;1

(M):

Ainsi, une onnexion D sur E est anti-auto-duale si et seulement si la ourbure D

2

est de

type (1; 1) et orthogonale �a !: Si E est un �br�e holomorphe hermitien ave 

1

(E) = 0 et D

la onnexion sur E ompatible ave la struture omplexe, alors D est anti-auto-duale si et

seulement si D est une onnexion Hermite-Einstein.

On a le th�eor�eme fondamental prouv�e dans l'artile fondateur de Donaldson pour les

surfaes alg�ebriques et g�en�eralis�e par Uhlenbek et Yau dans le adre des vari�et�es k�ahleriennes

(Cf [6℄,[25℄).
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Th�eor�eme 1 Soit M une vari�et�e k�ahlerienne ompate de forme de K�ahler !; et soit E un

�br�e vetoriel holomorphe sur M: S'il existe sur E une m�etrique hermitienne assoi�ee �a la

onnexion unitaire ompatible qui soit une onnexion Hermite-Einstein irr�edutible, alors

E est !-stable. Inversement, si E est !-stable, alors il existe une m�etrique hermitienne sur

E assoi�ee �a la onnexion unitaire et ompatible qui soit une onnexion Hermite-Einstein

irr�edutible sur E et ette onnexion est unique �a un automorphisme C

1

de E pr�es.

I Esquissons une preuve de la premi�ere impliation dans le as o�u E est un �br�e

holomorphe de rang 2 ave une onnexion Hermite-Einstein D: Soit L un sous-�br�e en

droite de E. Nous disposons d'une onnexion Hermite-Einstein sur E 
 L

�1

et l'on a

�

!

(E 
 L

�1

) = �

!

(E) � �

!

(L): On remplae E par E 
 L

�1

et il suÆt don de prou-

ver que si E est un �br�e vetoriel holomorphe de rang 2 ave �

!

(E) � 0 et une onnexion

Hermite-Einstein assoi�ee, alors E a une setion holomorphe non nulle si et seulement si

�

!

(E) = 0; et dans e as E = O

M

� L

0

ave L

0

sous �br�e en droite et �

!

(L

0

) = 0:

Les identit�es K�ahleriennes standard donnent, dans le as d'une onnexion ompatible

unitaire arbitraire, l'existene d'une onstante 

n

� 0 telle que 2

�

�

�

�

� = D

�

D � 

n

i

^

F ave

�

l'adjoint formel de l'op�erateur di��erentiel. Comme nous sommes dans le as d'une onnexion

Hermite-Einstein, nous avons

^

F = �i�

!

(E) et ainsi, apr�es avoir rempla�e onvenablement



n

� 0; il existe une setion holomorphe non nulle s telle que

D

�

Ds� 

n

�

!

(E)s = 0

e qui donne par int�egration :

jjDsjj

2

� 

n

�

!

(E)

Z

M

jsj

2

= 0

D�es lors, �

!

(E) = 0 et Ds = 0: s est une setion qui ne s'annule jamais et l'on a d�es lors

que O

M

est un sous-�br�e de E: En prenant le ompl�ementaire orthogonal, il existe L

0

�br�e

en droite omplexe tel que E = O

M

� L

0

et D = D

1

�D

2

ave D

1

onnexion triviale et D

2

onnexion sur L

0

: Ave 0 = �

!

(E) = �

!

(L

0

); on peut onlure. �

Un SU(2) �br�e prinipal P sur une vari�et�e M est une vari�et�e ave une ation libre et

lisse de SU(2) �a droite v�eri�ant P=SU(2) = M: Sur P; toute SU(2)-onnexion va induire

une onnexion hermitienne de mani�ere anonique.

En e�et, soit E = P �

SU(2)

V = P � V= � (ave (z

0

; v

0

) � (z

0

; v

0

) s'il existe g 2 SU(2)

telle que (z

0

; v

0

) = (zg; g

�1

v) et V un espae vetoriel de dimension 2 muni de <;>

V

produit

int�erieur hermitien) qui est un �br�e sur M pour lequel �

2

E = P �

SU(2)

�

2

V est le �br�e en

droite trivial. On v�eri�e dans es onditions que E peut être muni d'une m�etrique hermitienne

h et que 'est don un �br�e vetoriel hermitien au sens usuel. Il est naturel en g�eom�etrie

alg�ebrique de s'int�eresser dans un premier temps aux �br�es vetoriels V tels que 

1

(V ) = 0

(et nous entendons par l�a que �

2

V est le �br�e en droite trivial) et 

2

(V ) = d modulo une

relation d'�equivalene simple : deux �br�es V

1

et V

2

sont dits �equivalents s'ils sont isomorphes

en tant que �br�es vetoriels holomorphes. En tant que �br�es lisses, V

1

et V

2

sont tous les

deux isomorphes au même �br�e E (assoi�e �a P ) et l'isomorphisme (lisse) entre V

1

et V

2

est induit par une GL(2) transformation de jauge ('est �a dire juste un automorphisme de

g : E ! E ne pr�eservant pas h ou la forme de volume de �

2

E). Ainsi, on peut assoier �a

l'espae des modules de �br�es vetoriels stables ave 

1

= 0 et 

2

= d; l'espae des fstrutures

7



holomorphes stables sur Eg=fGL(2) transformation de jaugeg: Ave le dernier th�eor�eme, on

obtient la desription de et espae :

Th�eor�eme 2 Soit M une surfae de K�ahler ompate. L'espae des modules de onnexions

anti-auto-duales (modulo �equivalene de jauge) sur un SU(2) �br�e prinipal ave 

2

(P ) = d

est hom�eomorphe �a l'espae de modules de �br�es vetoriels stables de rang 2 ave 

1

= 0 et



2

= d:

Notons M(2; 

1

; 

2

) l'espae des modules de �br�es vetoriels stables de rang r = 2 ave

omme invariants les 2 premi�eres lasses de Chern: En g�en�eral, l'espae de modules n'est

pas ompat et il doit être ompati��e en ajoutant des faiseaux sans torsion omme l'a fait

Gieseker permettant ainsi de aluler les invariants de Donaldson. Si V est un faiseau sans

torsion semi-stable de pente � alors il existe une �ltration sur V :

f0g = F

0

� F

1

� ::: � F

k

= V

ave F

i

=F

i�1

sans torsion et stable pour tout i; et �(F

i

=F

i�1

) = �: Le faiseau gradu�e assoi�e

�a ette �ltration grV =

L

i

(F

i

=F

i�1

) est ind�ependant du hoix de la �ltration, 'est �a dire

anoniquement assoi�e au faiseau V: De plus grV est semi-stable. Deux faiseaux V

1

et V

2

sont S-�equivalents si les faiseaux gradu�es assoi�es sont identiques. Les lasses d'�equivalene

(donn�ees par ette relation) de faiseaux semi-stables sans torsion de rang 2 �a lasses de

Chern �x�ees ont une struture de vari�et�e projetive qui est en fait une ompati�ation de

l'espae M(2; 

1

; 

2

) au sens de Gieseker (Cf [9℄).

La onstrution de l'espae de modules peut être g�en�eralis�ee au as d'une vari�et�e M de

dimension 4 munie d'une m�etrique riemannienne g: Soit P un SU(2) �br�e prinipal sur M

ave 

2

(P ) =  2 H

4

(M;Z) � Z. Soit A une onnexion sur le SU(2)-�br�e prinipal P: F

A

est

une 2-forme, et en utilisant la m�etrique g; il existe un �-op�erateur de Hodge de A

k

(M) !

A

4�k

(M) o�u A

k

(M) est le �br�e de 2-formes lisses sur M: En partiulier � : A

2

(M)! A

2

(M)

satisfait �

2

= Id et l'on peut d�eomposer 


2

M

= 


2

+

(M)� 


2

�

(M) selon les valeurs propres.

Si b

+

2

(M) > 0 l'ensemble des onnexions anti-auto-duales A sur P , modulo l'ation du

groupe des automorphismes C

1

de �br�es de P est une vari�et�e de dimension �nie M. Dans

le as omplexe, le th�eor�eme n

Æ

2 prouve juste que l'on peut identi�er M ave M espae de

modules de �br�e stable de rang 2 ave 

1

= 0; 

2

= 2:M peut toujours être vu loalement

omme un espae r�eel analytique et en e sens les espaes M et M sont isomorphes.M est

aussi g�en�eralement non ompat mais l'on dispose d'une autre ompati�ation X(P; g), la

ompati�ation d'Uhlenbek. Celle-i s'appuie essentiellement sur le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 3 (K. Uhlenbek, 1984)

Soit A

i

une suite de onnexions anti-auto-duales sur (E; h) �br�e de rang 2 sur X vari�et�e

de dimension r�eelle 4; munie d'une m�etrique hermitienne h: Alors, quitte �a prendre une

sous-suite, il existe

{ Un ensemble �ni de points fx

i

g de multipliit�e fm

i

g et,

{ Une onnexion anti-auto-duale A

0

sur un SU(2) �br�e (E

0

; h

0

),

{ Des transformations de jauge g

i

0

de (E; h) et un isomorphisme

g

1

: E

jXn[fx

i

g

! E

0jXn[fx

i

g

8



tels que pour tout sous-ensemble ompat K � Xn [

i

fx

i

g;

lim

i

0

!1

g

�

i

0

(A

i

0

)

jK

= g

�

1

(A

0

)

jK

au sens de la C

1

-topologie. De plus, en onsid�erant jF

A

i

0

j

2

et jF

A

j

2

omme des mesures

sur X et en utilisant la topologie faible, on a :

lim

i

0

!1

jF

A

i

0

j

2

= jF

A

0

j

2

+ 8�

2

p

X

i=1

m

i

Æ

x

i

L'espae X(P; g) n'est pas en g�en�eral une vari�et�e mais 'est un espae strati��e et l'on

peut d�e�nir l�a aussi des invariants de Donaldson. Remarquons que ette ompati�ation

est tr�es di��erente de elle donn�ee par Gieseker qui obtient un sh�ema projetif. Dans le as

de la ompati�ation d'Uhlenbek qui est faite sur une vari�et�e riemannienne de dimension

4, il y a une in�nit�e d'espaes de modules qui sont de natures di��erentes (Cf [11℄) tandis que

grâe �a la th�eorie des invariants g�eom�etriques, le nombre de quotients distints est �ni.

L'espae de modulesX(P; g) admet une singularit�e quand le �br�e P admet une onnexion

anti-auto-duale r�edutible. Par la th�eorie de Hodge, on peut voir que ela arrive quand il

existe un �br�e en droite omplexe L sur M tel que le �br�e (en plan) V de rang 2 sur M

assoi�e �a la repr�esentation standard de SU(2) est isomorphe �a L� L

�1

et tel que 

1

(L) est

orthogonal �a toute 2-forme harmonique auto-duale et l'on peut d�emontrer que les singularit�es

deM =M(P; g) sont en orrespondane ave les �br�es stritement semi-stables dans le as

des surfaes de K�ahler.

En�n, et ela n'est pas trivial, on dispose de r�esultats d'existene (en dimension quel-

onque, pour tout rang et sur des surfaes alg�ebriques) :

Th�eor�eme 4 Pour 

1

et 

2

bien hoisis, M (r; 

1

; 

2

) 6= ;.
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2 Th�eorie de Jauge en dimension sup�erieure

Le travail de G. Tian (Cf [22℄) onsiste notamment en la desription g�eom�etrique

des lieux o�u il y a singularit�e pour une suite de onnexions anti-auto-duales lorsque la

vari�et�e M onsid�er�ee est de dimension sup�erieure ou �egale �a 4: Le but est �evidemment

de donner une ompati�ation aussi naturelle que possible via des tehniques de g�eom�etrie

di��erentielle et d'analyse harmonique de l'espae de modules d'instantons anti-auto-duaux,

e qui permettrait d'introduire les invariants de Donaldson en dimension sup�erieure, au moins

dans le adre des vari�et�es Calabi-Yau.

2.1 Formule de monotonie et estimations de ourbure

M est une vari�et�e riemannienne munie d'une m�etrique g et E : P ! M est un �br�e

prinipal sur P de groupe G ompat. Soit maintenant A une onnexion lisse de E: Nous

allons aluler une premi�ere formule de variation pour l'ation de Yang-Mills. Dans e but,

exprimons la norme de la ourbure en p 2M :

jF

A

j

2

=

n

X

1�i<j�n

< F

A

(e

i

; e

j

); F

A

(e

i

; e

j

) >

ave (e

i

)

i

une base de T

p

M et <;> est la forme de Killing. L'id�ee est maintenant de onstruire

�a partir de la onnexion A une famille de onnexions A

t

qui va d�ependre d'une famille de

di��eomorphismes de M �a un param�etre. Soit f�

t

g

t2℄�";"[

ave �

0

= Id une telle famille de

di��eomorphismes. Nous assoions �a A sa d�eriv�ee ovariante D: Pour tout p 2 M; il existe

un voisinage U de p tel qu'il existe une arte sur U pour M et l'on ait E

jU

' U � R

n

ave

n la dimension de la �bre de E. Nous obtenons des hamps de veteurs en oordonn�ees que

nous notons

�

�

�x

i

�

i=1::n

et une base (�

i

)

i=1::n

de setions de E

jU

: Si s 2 �(E); on peut �erire

loalement en utilisant la onvention de sommation d'Einstein :

s(y) = a

k

(y)�

k

(y)

Si (t) repr�esente une ourbe lisse dans U; s(t) := s((t)) est une setion de E le long de la

ourbe : Ave V (t) = _(t) = _

i

(t)

�

�x

i

; et la d�e�nition de la d�eriv�ee ovariante nous assure

que

D

V (t)

s(t) = _a

k

(t)�

k

((t)) + _

i

(t)a

k

(t)

�

D �

�x

i

�

k

�

((t))

= _a

k

(t)�

k

((t)) + _

i

(t)a

k

(t)�

j

ik

((t))�

j

((t))

o�u D �

�x

i

�

k

= �

k

ij

�

k

ave �

k

ij

est le symbole de Christo�el. Cette derni�ere expression permet

de voir que D

X

s ne d�epend que de la valeur de s le long de la ourbe  (ave _(0) = X) et non

de toutes les valeurs de s dans un voisinage du point de base de X. D

V (t)

s(t) = 0 repr�esente

un syst�eme lin�eaire d'�equations lin�eaires du premier ordre en les oeÆients a

k

(t): Ainsi, en

se donnant une ondition initiale s(0) 2 E

(0)

, il existe une unique solution �a ette �equation,

et elle-i est appel�ee le transport parall�ele de s(0) le long de la ourbe : Notons que le

transport parall�ele onstitue une isom�etrie des �bres orrespondantes pour toute onnexion.

Dans le as o�u  = �

z

(x)

0�z�t

; (ave x 2 M), on obtient une unique setion �

0

t

(u) telle que
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�

0

0

(u) = u pour tout u 2 E

x

. On peut alors d�e�nir A

t

par sa d�eriv�ee ovariante D

t

en posant

pour tout X 2 TM; v 2 �(E) :

D

t

X

v =

�

�

0

t

�

�1

�

D

d�

t

(X)

�

�

0

t

(v)

��

En fait, nous venons de onstruire un rel�evement

b

�

�

t

de �

�

t

au niveau du �br�e prinipal, et la

derni�ere expression n'est autre que elle donn�ee par e rel�evement appliqu�e �a A

t

:

A

t

=

b

�

�

t

A

o�u A est vue omme une 1-forme �a valeurs dans G sur P: D�es lors, nous pouvons exprimer

la forme de ourbure de A

t

qui est donn�ee par

F

A

t

(X; Y ) =

�

�

0

t

�

�1

� F

A

(d�

t

(X); d�

t

(Y )) �

�

�

0

t

�

et omme �

0

t

est une isom�etrie, on obtient par un hangement de base, une expression simple

de l'ation de Yang-Mills pour A

t

en fontion de A; dans une base orthonormale quelonque

de TM :

YM(A

t

) =

1

4�

2

Z

M

n

X

i<j

�

�

F

A

�

d�

t

�

e

i

�

�

�1

t

(x)

��

; d�

t

�

e

j

�

�

�1

t

(x)

���

�

�

2

Ja

�

�

�1

t

�

(x) dV

g

(x)

(dV

g

est la forme de volume pour la m�etrique g).

Si A est une onnexion de Yang-Mills, alors par d�e�nition

d

dt

YM(A

t

)

jt=0

= 0, et omme

un alul permet d'exprimer plus expliitement YM(A

t

); on obtient une premi�ere formule

de variation :

0 =

Z

M

 

jF

A

j

2

divX � 4

n

X

i<j

< F

A

(r

e

i

X; e

j

); F

A

(e

i

; e

j

) >

!

dV

g

ave X =

��

t

�t

j

t=0

, r la onnexion de Levi-Civita induite par g; ainsi que

div(X) =< r

e

i

X; e

i

>

Nous allons �a pr�esent pouvoir �etablir une formule de monotonie pour une onnexion de

Yang-Mills. Soit p 2 M ; on note g

ij

= g

�

�

�x

i

;

�

�x

j

�

et

�

�r

yF

A

= F

A

�

�

�r

; :

�

et l'on onsid�ere

une boule g�eod�esique B

r

p

(p) entr�ee en p; de rayon r

p

tel que si l'on note r(x) la distane de

x �a p; l'on ait :

jg

ij

� Æ

ij

j � (p)r(x)

2

jdg

ij

j � (p)r(x)

Ces onditions vont nous permettre d'appliquer la premi�ere formule de variation au hamp

radial r

�

�r

: Soit en e�et,

X(x) = �(r)�

�

x

r

�

r

�

�r

= �(r)�

�

x

r

�

 

X

i

x

i

�

�x

i

!
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ave � de lasse C

1

�a support ompat dans B

r

p

(p) et � une appliation d�e�nie sur S

n�1

et

�a valeurs dans R

+

(l'introdution de ette fontion nous permettra d'obtenir failement une

g�en�eralisation du th�eor�eme de Prie [19℄ en prenant tout simplement � = 1). Si l'on prend

au voisinage de p une base orthonormale (e

i

)

i=1::n

ave e

1

=

�

�r

, on obtient que r �

�r

X =

(�

0

r + �)�

�

x

r

�

�

�r

et l'on peut aussi approximer la quantit�e < r

e

i

X; e

i

> :

En�n, on hoisit pour r 7! �(r) la fontion lisse r 7! �(

r

�

) ave �(u) = 1 pour u 2 [0; 1℄

et �(u) = 0 pour u 2 [1 + ";1[ ainsi que �

0

(r) � 0: Ainsi � est une approximation de

la fontion arat�eristique de B

�

(p) et 'est le terme qui donne l'expression de l'ation sur

B

�

(�): En appliquant es r�esultats �a la premi�ere formule de variation, on obtient une formule

de monotonie pour la onnexion A; 'est �a dire une in�egalit�e qui nous indique omment varie

pr�eis�ement loalement l'ation \radiale" de la fontionnelle de Yang-Mills. De plus, si l'on

exige que l'ation est �nie, le r�esultat reste inhang�e dans le as d'une singularit�e isol�ee en

p pour la onnexion A: De mani�ere plus expliite,

Th�eor�eme 5 (G. Tian - G�en�eralisation du th�eor�eme de D. Prie)

Soit r

p

et (p) d�e�nis omme pr�e�edemment. Il existe une onstante �(n) ne d�ependant que

de n; telle que si a � �(n)(p) et a > 0; alors on ait, pour tous 0 < � < � < r

p

,

�

4�n

e

a�

2

Z

B

�

(p)

�jF

A

j

2

dV

g

��

4�n

e

a�

2

Z

B

�

(p)

�jF

A

j

2

dV

g

� 4

Z

B

�

(p)nB

�

(p)

r

4�n

e

ar

2

�

�

�

�

�

�

�r

yF

A

�

�

�

�

2

dV

g

�4

Z

�

�

�

3�n

e

a�

2

Z

B

�

(p)

rj

�

�r

yF

A

jjr

�

yF

A

jdV

g

d�

et le même raisonnement donne aussi :

��

4�n

e

�a�

2

Z

B

�

(p)

�jF

A

j

2

dV

g

+�

4�n

e

�a�

2

Z

B

�

(p)

�jF

A

j

2

dV

g

� �4

Z

B

�

(p)nB

�

(p)

r

4�n

e

�ar

2

�

�

�

�

�

�

�r

yF

A

�

�

�

�

2

dV

g

�4

Z

�

�

�

3�n

e

�a�

2

Z

B

�

(p)

rj

�

�r

yF

A

jjr

�

yF

A

jdV

g

d�

Remarquons que la d�emonstration de G. Tian fournit en fait une �egalit�e, mais que

seule ette majoration nous sera utile pour l'�etude des lieux d'�elatements. Ce r�esultat est

reli�e �a ertaines propri�et�es des appliations minimisant la fontionnelle d'�energie lassique

E

B

�

(p)

(u) =

R

B

�

(p)

jDuj

2

ave u 2 W

1

2

(
; N) o�u N � R

n

est une vari�et�e riemannienne lisse

ompate de dimension n � 2 (Cf [20℄): Si l'on se donne une telle appliation u et une

famille, dite \variation admissible de u", �a 1-param�etre fu

s

g

s2℄�Æ;Æ[

d'appliations de B

�

(y)

dans N telle que u

0

= u, Du

s

2 L

2

; et u

s

=

j�B

�

(p)

u pour s 2℄ � Æ; Æ[; alors E

B

�

(p)

(u

s

)

prend son minimum en s = 0 et

dE

B

�

(p)

(u

s

)

ds

= 0 d�es que la d�eriv�ee �a gauhe existe. On dis-

tingue alors des lasses de variations admissibles dont notamment les variations de la forme

u

s

(x) = u(x + s�(x)) ave � = (�

1

; :::; �

n

) et �

j

2 C

1



(B

�

(p)): La ondition de minimalit�e

entraine alors presque diretement que

Z

B

�

(p)

n

X

i;j=1

�

jDuj

2

Æ

ij

� 2D

i

u �D

j

u

�

D

i

�

i

= 0
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et l'on obtient ais�ement que si B

�

o

(p) � 
, alors pour tous 0 < � < � < �

0

la formule de

monotonie suivante :

�

2�n

Z

B

�

(p)

jDuj

2

� �

2�n

Z

B

�

(p)

jDuj

2

= 2

Z

B

�

(p)nB

�

(p)

R

2�n

�

�

�

�

�u

�R

�

�

�

�

2

(ii R = dist(p; y)). On remarque en partiulier que �

2�n

R

B

�

(p)

jDuj

2

est une fontion rois-

sante en � et que l'on peut faire tendre � vers 0:

Grâe �a ette formule de monotonie, nous sommes en mesure d'�etablir une autre estima-

tion loale de la ourbure due �a K. Uhlenbek :

Th�eor�eme 6 (K. Uhlenbek)

Soit A une onnexion de Yang-Mills. Ils existent "(n) = " > 0 et C(n) =  > 0 deux

onstantes ne d�ependant que de n et de M; telles que pour tous p 2M et � < r

p

qui v�eri�ent

�

4�n

Z

B

�

(p)

jF

A

j

2

dV

g

� "

l'on ait l'in�egalit�e :

jF

A

j(p) �

C

�

2

 

�

4�n

Z

B

�

(p)

jF

A

j

2

dV

g

!

1

2

La d�emonstration s'appuie la formule de la monotonie et de l'it�eration de Moser (Cf

p :34) et le th�eor�eme n'est autre qu'une reformulation d'un th�eor�eme de Shoen pour les

appliations harmoniques (Th�eor�eme n

Æ

2.3 p :330 de [21℄ ou g�en�eralisation du lemme 3.1 de

[17℄).

2.2 Connexions admissibles, onnexions anti-auto-duales g�en�eralis�ees

Nous renvoyons �a l'annexe pour la d�e�nition de mesure m dimensionnelle de Hausdor�

H

m

.

D�e�nition 2.2.1 Une onnexion de Yang-Mills admissible est une onnexion A lisse d�e�nie

en dehors d'un sous-ensemble ferm�e S(A) � M -l'espae singulier de A-; et qui v�eri�e les

propri�et�es suivantes :

1. H

n�4

(S(A) \K) <1 pour tout sous-ensemble ompat K � M

2. A est une onnexion de Yang-Mills sur MnS(A)

3.

R

MnS(A)

jF

A

j

2

dV

g

<1 'est �a dire que A est d'ation �nie sur MnS(A):

D�e�nition 2.2.2 Deux onnexions admissibles A

1

et A

2

sont \jauge-�equivalentes" si l'on

dispose d'une transformation de jauge � de E sur MnS(A

1

) [ S(A

2

) telle que �(A

1

) = A

2

sur MnS(A

1

) [ S(A

2

).

Nous allons �etendre pour les onnexions admissibles la d�e�nition des arat�eres de Chern

lorsque G est un groupe unitaire : nous savons bien sûr que tr(F

A

) et tr(F

A

^ F

A

) sont

13



ferm�ees sur MnS(A) et le fait que

R

MnS(A)

jF

A

j

2

dV

g

<1 ave le th�eor�eme de Prie implique

que l'on peut onsid�erer es formes sur M tout entier au sens des distributions.

Nous allons red�e�nir la notion de onnexions anti-auto-duales dans le as o�u l'on ne

suppose plus G ompat. Soit n = dimM et � : E !M

n

un �br�e unitaire de rang omplexe

r; 
 une forme ferm�ee de degr�e n � 4; donnons nous une onnexion A unitaire du �br�e

E sur M: Alors, nous savons que tr(F

A

) est une 2-forme ferm�ee et nous dirons que A est


-anti-auto-duale si tr(F

A

) est harmonique et que F

A

v�eri�e l'�equation :


 ^

�

F

A

�

1

r

tr(F

A

)Id

�

= � �

�

F

A

�

1

r

tr(F

A

)Id

�

Dans es onditions, A est bien une onnexion de Yang-Mills, et si M est une vari�et�e

ompate sans bord, on dispose en prime de l'�egalit�e :

1

4�

2

Z

M

jF

A

j

2

dV

g

�

1

4r�

2

Z

M

jtr(F

A

)j

2

dV

g

=

�

2C

2

(E)�

r � 1

r

C

1

(E)

2

�

� [
℄

Similairement �a e que nous venons de d�e�nir, nous disposons d'instantons 
-anti-auto-

duaux admissibles en demandant �a la onnexion A d'être 
-anti-auto-duale en dehors de

l'espae singulier S(A):

Proposition 2.1 Les d�e�nitions des arat�eres de Chern

Ch

1

(A) =

i

2�

tr(F

A

)

et

Ch

2

(A) =

�1

4�

2

tr(F

A

^ F

A

)

peuvent être �etendues au as des onnexions de Yang-Mills admissibles (au sens des distri-

butions).

2.3 Reti�abilit�e du lieu d'�elatement

Nous nous int�eressons maintenant aux suites de onnexions de Yang-Mills admissibles

qui sont onvergentes.

D�e�nition 2.3.1 Nous dirons qu'une suite (A

i

)

i

de onnexions de Yang-Mills admissibles

onverge faiblement vers une onnexion de Yang-Mills admissible A (modulo une transfor-

mation de Jauge) si :

1. 9 :

R

M

jF

A

i

j

2

dV

g

� 

2. 9S � M ave S ferm�e, il existe des transformations de Jauge �

i

du �br�e prinipal E

sur MnS de groupe G ave pour tout K �MnS ompat, �

i

(A

i

) s'�etende �a K de fa�on

lisse pour i assez grand et onverge vers A au sens de la topologie C

1

dans K:

En partiulier, nous aurons que pour toute forme � �a support ompat dans M;

Z

M

(F

�

i

(A

i

)

; d�)dV

g

!

i

Z

M

(F

A

; d�)dV

g

14



Proposition 2.2 Soit (A

i

) une suite de onnexions de Yang-Mills admissibles v�eri�ant

l'in�egalit�e

R

M

jF

A

i

j

2

dV

g

� �. Alors il existe une sous-suite

�

A

i

j

�

qui onverge faiblement

vers une onnexion de Yang-Mills admissible A sur M:

I Soit " hoisi omme dans le th�eor�eme d'Uhlenbek n

Æ

6. Soit pour haque i et r > 0

suÆsament petit l'ensemble ferm�e E

i;r

= fx 2 M : e

ar

2

r

4�n

R

B

r

(x)

jF

A

i

j

2

dV

g

� "g: Ave

la formule de la monotonie E

i;r

� E

i;r

0

pour r � r

0

: Grâe au pro�ed�e diagonal, on peut

extraire une sous suite E

i

j

;2

�k onvergeant vers E

2

�k : Nous poserons S = \

k

E

2

�k : S est de

odimension de Hausdor� au moins 4; et A

i

j

onverge vers une onnexion A en dehors de S

modulo des transformations de jauge. �

Nous supposons �a pr�esent que la suite A

i

onverge faiblement vers une onnexion admis-

sible de Yang-Mills A au sens de la d�e�nition pr�e�edente et que l'on a toujours une ation

�nie

R

M

jF

A

i

j

2

dV

g

� �:

D�e�nition 2.3.2 Soit l'ensemble

S

b

(fA

i

g) =

\

r>0

fx 2M : lim

i!1

inf e

ar

2

r

4�n

Z

B

r

(x)

jF

A

i

j

2

dV

g

� "g

ave " donn�e par le th�eor�eme n

Æ

6 d'Uhlenbek vu pr�e�edemment.

Proposition 2.3 S

b

(fA

i

g) est ferm�e et ontenu dans S: Sa (n � 4)-mesure de Hausdor�

est major�ee par une onstante C ne d�ependant que de M et de la onstante �, 'est �a dire

H

n�4

(S

b

(fA

i

g)) � C: De plus, A s'�etend en une onnexion lisse sur MnS

b

(fA

i

g):

I Soit y 2 MnS

b

(fA

i

g): Par d�e�nition, et quitte �a extraire, il existe un r

0

> 0 tel que

r

0

R

B

r

0

(y)

jF

A

n

j

2

dV

g

< ": Le même th�eor�eme d'Uhlenbek assure alors que

sup

n

sup

x2B

r

0

=2

(y)

jF

A

n

j �

(n;M)

r

2

0

p

"

et don pour tout r �

r

0

4

p



0

(g;M)+1

suÆsamment petit, on obtient

sup

n

sup

x2B

r

0

=4

(y)

r

4�n

Z

B

r

(y)

jF

A

n

j

2

dV

g

�

"

2

e qui prouve que B

r

0

(y) � MnS

b

(fA

i

g): D�es lors S

b

(fA

i

g) est bien ferm�e et A est limite

d'une sous-suite de onnexions de la suite (A

n

)

n

dans la boule B

r

0

(y): En�n, il est �evident

que S

b

(fA

i

g) � S et l'on peut onlure grâe �a la derni�ere proposition. �

Remarque 2 Ce r�esultat g�en�eralise elui d'Uhlenbek qui avait d�emontr�e que S

b

(fA

i

g) est

de odimension au moins 4:

Nous avons don S(A) � S

b

(fA

i

g): Nous allons herher �a exprimer S

b

(fA

i

g)nS(A):

Consid�erons les mesures de Radon �

i

= jF

A

i

j

2

dV

g

: Quitte �a prendre une sous-suite, nous
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savons que �

i

! � faiblement sur M en tant que mesures de Radon, 'est �a dire pour toute

appliation � ontinue �a support ompat dans M :

lim

i!1

Z

M

�jF

A

i

j

2

dV

g

=

Z

M

�d�

et le lemme de Fatou nous donne la d�eomposition � = jF

A

j

2

dV

g

+ � o�u � est une mesure de

Radon positive qui est en fait H

n�4

reti�able.

Proposition 2.4 �(x) = �(x)H

n�4

jS

b

(fA

i

g)

= �

jS

b

(fA

i

g)

, ave x 2M; et pour H

n�4

-presque tout

x 2 S

b

(fA

i

g); on a l'enadrement de la densit�e � :

" � �(x) � 4

n�4

r

4�n

x

e

ar

2

x

�

et a; r

x

sont donn�es par les th�eor�emes d'approximations pr�e�edents.

I La d�emonstration s'appuie essentiellement sur les points suivants :

(a) r 7! e

ar

2

r

4�n

�(B

r

(x)) est roissante et la limite lim

r!0+

r

4�n

�(B

r

(x)) = �(�; x) existe.

(b) [x 2 S

b

(fA

i

g)℄, [�(�; x) � "℄

() Pour H

n�4

-presque tout x 2 S

b

(fA

i

g);

lim

r!0+

r

4�n

Z

B

r

(x)

jF

A

j

2

dV

g

= 0

D�e�nition 2.3.3 Soit

S

b

= fx 2 S

b

(fA

i

g) : �(�; x) > 0; lim

r!0+

r

4�n

Z

B

r

(x)

jF

A

j

2

dV

g

= 0g = S

b

(fA

i

g)nS(A)

Alors S

b

(fA

i

g) = S

b

[ S(A) et nous appellerons (S

b

;�) le lieu d'�elatement de la suite

faiblement onvergente fA

i

g: S

b

est le support de l'�elatement et � sa multipliit�e. Dans le

as o�u n = 4; S

b

onsiste en un nombre �ni de points et la limite de la suite fA

i

g peut

être �etendue en une onnexion de Yang-Mills sur M tout entier. Le but de e qui suit est

d'�etudier les propri�et�es g�eom�etriques de l'ensemble S

b

.

Pour tout y 2M et � suÆsament petit, nous posons la mesure reparam�etris�ee

�

y;�

(E) = �

4�n

�(exp

y

(�E))

ave E � T

y

M et exp

y

: T

y

M ! M est l'appliation exponentielle de la m�etrique g, ainsi

que �E = fx 2 T

y

M : �

�1

x 2 Eg et toujours � = lim�

i

:

Remarque 3 Rappelons que exp

y

:

�

V

y

!M

v 7!

v

(1)

ave V

p

= fv 2 T

p

M : 

v

d�e�ni sur [0; 1℄g et



v

est l'unique g�eod�esique sur la vari�et�e riemannienne M ave 

v

(0) = p et _(0) = v d�e�nie

sur [0; "℄: L'appliation exp

p

envoie un voisinage de 0 2 T

p

M di��eomorphiquement sur un

voisinage p 2M:
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L'id�ee est maintenant d'�etudier la struture loale de �: Pour ela, nous introduisons la

notion de mesure tangente ou mesure de ône, qui permet de omprendre le omportement

loal d'une mesure omme le font, de mani�ere analogue, les d�eriv�ees d'une fontion. Pour

ela, onsid�erons l'appliation T

a;r

(x) =

(x�a)

�

. L'image d'une mesure de Radon � par T

a;�

est

la mesure T

a;�

[�℄(E) = �(�E+a): Dans e as, � est dite mesure de ône si � est une mesure

non nulle et qu'il existe des suites (�

i

); (

i

) de nombres r�eels positifs tels que �

i

�!

i!1

0 et



i

T

a;�

i

[�℄ �!

i!1

� au sens faible, e qui veut dire en d'autres termes que, pour toute � 2 C

1

0

;



i

Z

�

�

x� a

�

�

d�x �!

i!1

Z

�d�:

Lemme 2.1 Soit une suite r�eelle (�

k

)

k

telle que �

k

�!

k!1

0: Alors il existe une sous-suite

(�

0

k

)

k

et une mesure de Radon � sur T

y

M telle que �

y;�

0

k

= �

4�n

k

�(exp

y

(�

k

E)) onverge

faiblement vers �. La mesure � est don une mesure de ône.

Nous allons ensuite relier la mesure de ône ave la mesure �:

Lemme 2.2 (Lemme g�eom�etrique)

Soit x 2 S

b

tel que �(�; x) � "

o

> 0 et �(�; :) est H

n�4

-approximativement ontinue en x

'est �a dire que pour tout " > 0;

lim

r!0

H

n�4

(fy 2 B

r

(x) \ S

b

: j�(�; y)��(�; x)j > "g)

r

n�4

= 0

Alors il existe r

x

> 0 tel que pour tout r 2℄0; r

x

[; on puisse trouver n � 4 points x

1

; :::; x

n�4

dans B

r

(x) \ S qui satisfassent :

1. �(�; x

j

) � �(�; x)� "(r) pour 1 � j � n� 4 et "(r) !

r!0

0:

2. Soit exp

x

la fontion exponentielle de (M; g) en x: Alors il existe s = s(n) 2℄0; 1=2[ tel

que d(x; x

1

) � sr et d(x

k

; exp

x

(V

k�1

)) � sr pour k � 2 ave

V

k�1

= V et

�

�

exp

x

j

B

r

(0)

�

�1

(x

1

); :::;

�

exp

x

j

B

r

(0)

�

�1

(x

k�1

)

�

L'espae tangent en la mesure � en a peut être tr�es rihe, en ontenant toutes sortes

de mesures di��erentes. N�eanmoins, ii, nous allons voir que nous b�en�e�ions d'une sorte

d'uniit�e de la mesure tangente.

Th�eor�eme 7 Soit enore � = jF

A

j

2

dV

g

+ �. Alors pour H

n�4

-presque tout x 2 S

b

� M;

toute mesure de ône � sur T

x

M de � est de la forme �(�; x)H

n�4

j

F

o�u F est un sous-

espae de T

x

M de dimension (n� 4): Les ônes tangents en x peuvent être vus omme des

sous-espaes de dimension (n� 4) dans T

x

M:

On sait que souvent les probl�emes variationnels admettent des solutions qui sont des

espaes m-reti�ables et non lisses, 'est �a dire des espaes E � R

n

tels qu'ils existent

m 2 N ; des appliations f

i

: R

m

! R

n

lipshitziennes v�eri�ant

H

m

�

En

1

[

i=1

f

i

(R

n

)

�

= 0
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L'ensemble F sera dit purement irreti�able si H

m

(E \ F ) = 0 pour tout espae E m-

reti�able. L'objet de l'�etude suivante est de montrer que S

b

est n� 4 reti�able, 'est �a dire

que les ônes tangents non seulement existent mais sont uniques pour H

n�4

-presque tout

x 2 S

b

de par le th�eor�eme 15.19 de Mattila [16℄.

Soit alors S

b

= S

u

[ S

r

ave S

u

ensemble purement irreti�able. Soit par ailleurs P

V

la

projetion orthogonale de T

x

M sur V 2 G(T

x

M;n� 4): Tout revient en fait �a montrer que

pour toute suite (�

k

) onvergeant vers 0;

lim

k!1

H

n�4

(P

V

(exp

�1

x

(S \B

�

k

(x))))

�

n�4

> 0

(Il est int�eressant �a et instant de regarder le travail de Lin [14℄).

Proposition 2.5 Soit (S

b

;�) le lieu d'�elatement d'une suite faiblement onvergente fA

i

g

de onnexions Yang-Mills admissibles. Alors son support S

b

est H

n�4

reti�able et en parti-

ulier, pour H

n�4

-presque tout x 2 S

b

; il existe un unique sous-espae tangent T

x

S

b

� T

x

M:

2.4 Connexions de Yang-Mills bouillonnantes

Soit fA

i

g une suite de onnexions admissibles de Yang-Mills onvergeant vers une on-

nexion de Yang-Mills admissible ave le lieu de l'�elatement (S;�): Nous allons maintenant

essayer d'appr�ehender la struture de A

i

pr�es de S

b

lorsque i est grand. Nous onstruirons

une nouvelle onnexion sur R

n

lorsque A

i

s'approhe de A:

Proposition 2.6 Soit x 2 S

b

= S qui satisfait les onsditions suivantes :

1. Le plan tangent V = T

x

S � T

x

M existe de fa�on unique,

2. �(�; x) � "

0

> 0 et r

4�n

R

B

r

(x)

jF

A

j

2

dV

g

�!

r!0

0

Alors il existe des transformations lin�eaires �

i

: T

x

M ! T

x

M telle qu'une sous-suite de

�

�

i

exp

�

x

A

i

onverge vers une onnexion de Yang-Mills B sur T

x

M ave F

B

6= 0 et vF

B

= 0

pour tout v 2 V: Une telle onnexion B est appel�ee une onnexion bouillonnante en x 2 S

b

:

Nous nous donnons maintenant une suite fA

i

g d'instantons 
�asd (
-anti-auto-duaux)

qui onverge vers un instanton 
 � asd; 
 �etant une forme sur M de degr�e n � 4: Soit S

toujours le lieu d'�elatement de la suite fA

i

g. Nous allons voir qu'en fait 
 se r�eduit �a une

forme de volume sur S.

Th�eor�eme 8 Soit fA

i

g une suite d'instantons 
�asd ave 
 une forme sur (M; g) vari�et�e

riemannienne ompate, qui soit ferm�ee de degr�e n�4: Alors, quitte �a extraire une sous-suite,

A

i

onverge vers un instanton 
� asd ave (S;�) omme lieu d'�elatement tel que :

1. S est reti�able et 


jS

est une des formes de volumes induites par la m�etrique g;

2.

1

8�

2

� est �a valeur enti�ere,

3. Soit le ourant C

2

(S;�)(�) :=

1

8�

2

R

S

(�;


jS

)�d(H

n�4

jS

) o�u � est une forme lisse quel-

onque �a support ompat dans M: Alors C

2

(S;�) est ferm�e et l'on a même

lim

i!1

C

2

(A

i

) = C

2

(A) + C

2

(S;�)
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Soit (M; g) une vari�et�e riemannienne et 
 une forme ferm�ee de degr�e n � 4: Nous sup-

posons que pour tout x 2 M; et F sous-espae de T

x

M de odimension 4; 


jF

� dV

F

ave V

F

la forme de volume induite par g: Nous dirons que (F; dV

F

) est alibr�ee par 
 si




jF

= dV

F

: De plus, si � = (S; �;�) est un ourant int�egral d'orientation �; de densit�e �; de

support S et reti�able, alors nous dirons que � est 
-reti�able si (T

x

S; �(x)) est alibr�ee

par 
 pour H

n�4

-presque tout x 2 S: On dira aussi que (S;�) est un yle 
-alibr�e. Les

r�esultats de la th�eorie de la mesure assurent que pour un tel yle, S est r�egulier dans un

sous-ensemble ouvert dense. Nous disposons même du th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 9 Soit fA

i

g une suite d'instantons 
�asd ave 
 une forme sur (M; g) vari�et�e

riemannienne ompate, qui soit ferm�ee de degr�e n � 4 et alibr�ee. Alors, quitte �a extraire

une sous-suite, A

i

onverge vers un instanton 
� asd ave (S;�) omme lieu d'�elatement

tel que (S;�) est un 
-yle alibr�e et

lim

i!1

C

2

(A

i

) = C

2

(A) + C

2

((S;�))

Conjeture 1 Le lieu d'�elatement d'une onnexion de Yang-Mills admissible est une vari�et�e

minimale 'est �a dire une vari�et�e sans bord ave ourbure moyenne nulle.

Une onnexion A est stationnaire si pour tout hamp de veteurs X �a support ompat

dans M; on a :

Z

M

 

jF

A

j

2

divX � 4

n

X

i;j=1

(F

A

(r

e

i

X; e

j

); F

A

(e

i

; e

j

))

!

dV

g

= 0

o�u e

i

est une base orthonormale de M: Remarquons que toute onnexion lisse de Yang-Mills

est stationnaire.

Proposition 2.7 Si A est stationnaire, alors S est une vari�et�e minimale et ainsi la onje-

ture pr�e�edente est v�eri��ee.

Proposition 2.8 Soit A un instanton admissible 
 � asd; 
 �etant une forme ferm�ee de

degr�e n� 4: Alors A est stationnaire.

2.5 Singularit�es apparentes pour les onnexions de Yang-Mills

Nous nous int�eressons dor�enavant aux onnexions admissibles de Yang-Mills. Nous

allons g�en�eraliser le travail d'Uhlenbek (Cf [23℄,[24℄) qui a en fait d�erit e qui se passe en

l'in�ni en dimension 4 pour une suite de onnexions anti-auto-duales et a donn�e un ontrôle

des voisinages de l'in�ni via le th�eor�eme :

Th�eor�eme 10 Soit M une vari�et�e riemannienne de dimension 4 ompate, sans-bord, et

orient�ee et soit P ! M un �br�e prinipal de groupe SU(2) ave 

2

(P ) = k > 0: Soit fA

i

g

i

une suite de onnexions anti-auto-duales d'ation �nie sur P: Alors, il y a une sous-suite

pour laquelle :

B il existe un SU(2)-�br�e prinipal P

0

!M ave 0 � 

2

(P

0

) = k

0

� k

B il existe des points fx

1

; :::; x

t

g dans M
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B il existe des entiers naturels fm

1

; :::; m

t

g

B il existe une onnexion anti-auto-duale A

0

sur P

0

B il existe des isomorphismes �

i

: P

0

jMnfx

1

;::;x

t

g

! P

jMnfx

1

;:::;x

t

g

qui sont W

2

3

sur tout sous-

ensemble ompat K � Mnfx

1

; :::; x

t

g

et que l'on ait :

! Pour tout sous-ensemble ompat K �Mnfx

1

; :::; x

k

g les onnexions �

�

i

(A

ijK

) onvergent

dans W

2

2

(K) dans A

0

jK

! Les fontions jF

A

i

j 2 L

1

(M) onvergent faiblement vers la mesure jF

A

0

j

2

+

P

t

i=1

8�

2

m

i

Æ

x

i

ave t � k et Æ

x

la Æ-masse en x de masse 1.

I La d�emonstration repose essentiellement sur deux points : tout d'abord sur des es-

timations de la ourbure, et plus pr�eis�ement si B

r

� M est une g�eod�esique de rayon r

petit et que B

0

r

est une boule onentrique de rayon inf�erieur, sur le fait qu'ils existent des

onstantes universelles " > 0 et C telles que si A est une W

2

2

-onnexion sur le �br�e P , ave

A

0

une onnexion C

1

sur B

r

; et que l'on ait en plus jjF

A

jj

L

2

(B

r

)

� ", alors il existe une

transformation de jauge � sur P telle que :

jj�

�

A� A

0

jj

W

2

1

� CjjF

A

jj

L

2

et

D

�

A

0

(�

�

A� A

0

) = 0

De plus, A anti-auto-duale sur P ! B

r

inf�ere �

�

A lisse et l'estimation ompl�ementaire :

jj�

�

A� A

0

jj

W

2

3

(V

0

)

� CjjF

A

jj

L

2

(V )

Ce premier point permet de voir que sous ertaines bonnes onditions pour les ourbures

des A

i

et lorsque la suite A

i

est asd sur une petite boule, alors il y a onvergene vers un

voisinage plus petit quitte �a utiliser des transformations de jauge.

Le deuxi�eme point onerne les singularit�es : si A est asd sur le �br�e prinipal P

o

sur

une boule ave des points singuliers B

S

, et qu'elle est d'ation �nie sur tout sous-ensemble

ompat de B

S

, alors il existe une extension de P

o

�a un �br�e prinipal P sur la boule enti�ere

et une extension de A en une onnexion asd d'ation �nie sur P tout entier. �

On se plae sur M ouvert de R

n

muni d'une m�etrique g non plate.

Th�eor�eme 11 Soit A la limite d'une suite de onnexions de Yang-Mills A

i

lisses en dehors

de S. Alors il existe " > 0 d�ependant seulement de n = dimM tel que pour tout p 2 S; et

0 < r < r

p

; si

r

4�n

Z

B

r

(p)

jF

A

j

2

dV

g

< "

alors il y a une transformation de jauge � tel que �(A) s'�etende en une onnexion lisse au

voisinage de p: La onnexion �(A) est lisse en dehors d'un sous-ensemble ferm�e

S ([A℄) := fx 2M jlim

r!0

r

4�n

e

ar

2

Z

B

r

(x)

jF

A

j

2

dV

g

� "g

de H

n�4

-mesure nulle.
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La d�emonstration de e r�esultat est tehnique, reposant prinipalement sur l'utilisation

de la formule de la monotonie et la majoration de la ourbure de la onnexion sur B

1

(p)

ainsi que des propri�et�es d'harmoniit�e.

Remarquons que si A est une onnexion de Yang-Mills stationnaire sur M d'ation �nie,

alors le dernier th�eor�eme assure que S(A) � S ([A℄) : Supposons que l'on ait S(A) = S([A℄):

Dans es onditions, nous allons analyser la onnexion A au voisinage d'un point x: On

d�e�nit g

�

= �

�2

g et A

�

= �

�

�

exp

�

x

A ave �

�

:

T

x

M!T

v 7!�v

pour � 2℄0; 1[: Bien sûr, on v�eri�e que

A

�

est aussi une onnexion de Yang-Mills stationnaire pour la m�etrique g

�

et que

R

4�n

Z

B

R

(x;g

�

)

jF

A

�

j

2

dV

g

�

= (�R)

4�n

Z

B

�R

(x)

jF

A

j

2

dV

g

qui est une quantit�e born�ee.

Ainsi, si (�(i))

i

2℄0; 1[

N

est une suite tendant vers 0, alors A

�(i)

onverge (modulo extra-

tion et transformations de jauges) vers une onnexion de Yang-Mills A



pour la m�etrique

plate en dehors de S(A



) � T

x

M , ave H

n�4

(S(A



) \ B

R

(0; g

0

)) = 0 appel�ee onnexion

tangente.

De plus un simple alul montre que jF

A

�(i)

j

2

dV

g

! jF

A



j

2

dV

g

0

+ �



H

n�4

j

S(A



)

qui est

une mesure ône. Dans le as o�u S(A



) = ; alors x est une singularit�e isol�ee de A. Si l'on se

plae sur R

6

on voit qu'une onnexion A



est le pull-bak d'une onnexion A sur C P

2

et que

la r�eiproque est aussi vraie.

En fait, tout le probl�eme des singularit�es d'une onnexion A est de savoir omment se

omporte la suite S(A

i

) et en partiulier de voir si lim

i!1

S(A

i

) � S(A) et l'approhe de G.

Tian est d'introduire les onnexions tangentes. Dans le as partiulier d'une onnexion A qui

soit 
-anti-auto-duale, on peut prouver par le th�eor�eme n

Æ

11 que H

n�5

(S ([A



℄)) = 0: Ainsi

il est naturel de onjeturer que :

Conjeture 2 Si A est 
� asd; S ([A℄) est de odimension au moins 6.

2.6 Compati�ation des espaes de modules de onnexions anti-

auto-duales

Soit (M; g) une vari�et�e riemannienne ompate de dimension n; et 
 une forme de degr�e

n�4. Soit E un �br�e vetoriel unitaire sur M etM


;E

les lasses d'�equivalene d'instantons


� asd sur M: Un 
� asd instanton g�en�eralis�e est onstruit �a partir de :

{ Un 
�asd instanton admissibleA sur E qui s'�etend en une onnexion lisse surMnS(A)

ave S(A) espae singulier qui est un ensemble ferm�e v�eri�ant H

n�4

(S(A)) = 0:

{ Un ourant int�egral C = (S;�) alibr�e par 
 et qui satisfait l'identit�e d'�energie

1

4�

2

Z

M

jF

A

j

2

dV

g

+

Z

S

�dH

n�4

=

Z

M

Ch

2

(E) ^ 


o�u Ch

2

(E) est le seond arat�ere de Chern de E:

On appelleraM


;E

l'ensemble des lasses d'�equivalene d'instantons 
� asd g�en�eralis�es

et l'on peut assoier �a et espae, grâe �a l'ensemble du travail e�etu�e, une topologie pour

le rendre ompat : [A

i

; C

i

℄ onverge vers [A;C℄ si
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1. C = C

0

+ C

00

ave C

0

; C

00

ourants int�egraux tels que C

i

onverge vers C

0

2. Ils existent des transformations de jauge �

i

tels que

�

i

(A

i

)! A

en dehors de S(A) et du support de C et que

Ch

2

(�

i

(A

i

); C

i

)! Ch

2

(A;C)

o�u

Ch

2

(A;C) = Ch

2

(A) + PD(C) =

�1

4�

2

tr(F

A

^ F

A

) + PD(C)

est un ourant ferm�e sur M g�en�eralisant la seonde lasse de Chern et PD(C) est le

dual au sens de Poinar�e du ourant int�egral C:

Le programme de G. Tian est maintenant d'�etudier la lissit�e de M


;E

pour un bon

hoix de la (n� 4)-forme 
 a�n de d�e�nir de nouveaux invariants du type Donaldson ou

Seiberg-Witten.

2.7 Appliations aux espaes Calabi-Yau

Soit T

p

(M) l'espae tangent en p, et soit une ourbe ferm�ee qui passe par p: Une base

en p donnera par transport parall�ele le long de ette ourbe une autre base. Cette nouvelle

base est une transformation lin�eaire de l'anienne base et le transport parall�ele de la base

n'est autre que l'appliation d'un automorphisme de l'espae tangent T

p

(M): L'ensemble de

es automorphismes de T

p

(M) onstitue un groupe appel�e le groupe d'holonomie Hol(!) de

onnexions en p pour la vari�et�e de K�ahler (M;!) : C'est un sous-groupe de GL(n;R): Si le

groupe d'holonomie de la vari�et�e peut être r�eduit �a un sous-groupeG deGL(n;R) (omme par

exemple dans le as de vari�et�es onnexes) alors on dit de la vari�et�e que 'est une G-struture.

Si le groupe d'holonomie est r�eduit �a un �el�ement, on dit que la vari�et�e est parall�elisable

(Exemple : S

1

; S

3

; S

7

).

Une vari�et�e Calabi-YauM est une vari�et�e k�ahlerienne ompate de dimension sup�erieure

ou �egale �a 2 ave Hol(!) = SU(m): Toute vari�et�e de Calabi-Yau est Rii-plate et r�epond

�a la onjeture de Calabi r�esolue par Yau. Remarquons que, de la mani�ere dont est reli�ee la

premi�ere lasse de Chern au tenseur de Rii, nous avons aussi 

1

(M) = 0: Pour une vari�et�e

omplexe de dimension n, le fait que 

1

(M) = 0 inf�ere qu'il existe une unique n-forme

qui n'a pas de singularit�es et qui ne s'annule jamais. Les vari�et�es omplexes sous-jaentes

aux vari�et�es Calabi-Yau sont des objets alg�ebriques et il est naturel de les �etudier ave des

m�ethodes de g�eom�etrie alg�ebrique omplexe.

Soit M une vari�et�e Calabi-Yau de dimension 4; de m�etrique de K�ahler ! et une (4; 0)-

forme holomorphe � normalis�ee : 4

�

� ^

�

�

�

= !: Choisissons la forme parall�ele


 = 2(� +

�

�) +

1

2

!

2

et soit h une m�etrique hermitienne du �br�e unitaire de rang r; � : E !M .

A sera dit un instanton omplexe anti-auto-dual assoi�e �a (E; h) si l'on a D

A

h = 0,

tr(F

A

) harmonique et bien sûr 
 ^

�

F

A

�

1

r

tr(F

A

)Id

�

= � � (F

A

�

1

r

tr(F

A

)Id): Dans es

onditions, on dispose de la proposition :
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Proposition 2.9 Soit A un instanton omplexe anti-auto-dual. Soit � telle que

[�℄ ^

�

2C

2

(E)�

r � 1

r

C

1

(E)

2

�

� 0

o�u [�℄ 2 H

4

(M; C ) est bien sûr la lasse de ohomologie de �:

Alors YM(A) est le minimum absolu de la fontionnelle de Yang-Mills et YM(A) ne d�epend

que des variables [!℄; [�℄ et E:

Une variante de e r�esultat dans les as des Spin(7) et G

2

vari�et�es est donn�e par la

proposition suivante :

Proposition 2.10 Soit (M; g) une vari�et�e Spin(7) (ou G

2

) et 
 est une 4-forme parall�ele

(resp 3-forme). Soit A un 
 � asd instanton. Alors YM(A) ne d�ependent que de M et de

E, soit :

YM(A) =

�

2C

2

(E)�

r � 1

r

C

1

(E)

2

�

� [
℄ +

1

4r�

2

Z

M

jtr(F

A

)j

2

dV

g

Revenons au as d'une vari�et�e Calabi-Yau de dimension 4, o�u 
 = 2(� +

�

�) +

1

2

!

2

: Un

alul simple sur C

4

montre que :

Proposition 2.11 Soit L � TM un sous-espae de dimension 4: Alors 


jL

� dV

L

D�e�nition 2.7.1 (S;�) est un yle de Cayley s'il est alibr�e par 
 et dans e as pour

H

4

-presque tout x 2 S; l'espae tangent T

x

S est un plan de Cayley dans T

x

M 'est �a dire

que 


jTM

= dV

jTM

:

Proposition 2.12 Soit (S;�) un yle de Cayley.

Alors C

2

(S;�)[�℄ � 0 et C

2

(S;�)[�℄ = 0 si et seulement si (S;�) est un yle holomorphe.

Th�eor�eme 12 (M; g) une vari�et�e ompate Calabi-Yau de dimension 4 ave forme de K�ahler

! et une (4; 0)-forme holomorphe �: Soit fA

i

g une suite d'instantons omplexes asd: Alors,

quitte �a prendre une sous-suite, A

i

onverge vers un instanton omplexe omplexe asd de lieu

d'�elatement (S;�) tel que (S;�) est un yle Cayley et

lim

i!1

C

2

(A

i

) = C

2

(A) + C

2

(S;�)

Soit maintenant M vari�et�e ompate de dimension 8 r�eelle qui admet une struture

Calabi-Yau, 'est �a dire une, struture omplexe J; une m�etrique de K�ahler g ompatible

ave J et une forme holomorphe � satisfaisant 4

�

� ^

�

�

�

= !

4

pour ! = !

g

la forme de K�ahler

de g: Nous notons M

0

l'espae des modules de toutes les strutures Calabi-Yau. Soit E un

U(r)-�br�e sur la vari�et�e M et

M(E)=

�

(J; g; �) 2 M

0

j

�

2C

2

(E)�

r � 1

r

C

1

(E)

2

�

� [�℄ � 0 et

�

2C

2

(E)�

r � 1

r

C

1

(E)

2

�

� [!

2

g

℄ � 0

�
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L'espae M(E) est une vari�et�e analytique onnexe. Notons Y

(J;g;�)

(E) l'espae des modules

de toutes les onnexions anti-auto-duales de E sur la vari�et�e Calabi-Yau M de struture

(J; g; �) modulo transformations de Jauge. Alors, on peut d�e�nir grâe au th�eor�eme n

Æ

12,

l'espae ompati��e

Y

(J;g;�)

(E) =

8

<

:

(A; S;�)

�

�

�

�

�

�

A est un instanton omplexe asd sur M

(S;�) est un yle Cayley

C

i

(E) = [C

i

(A)℄ + [C

i

(S;�)℄ 2 H

2i

(M;R) pour i = 1; 2:

9

=

;

De plus on pose, Y(E) =

S

(J;g;�)2M

0

Y

(J;g;�)

(E): D'apr�es la proposition n

Æ

2.12; il y a une

inlusion f



: Y(E) ,! M(E) et le th�eor�eme n

Æ

12 assure que M



(E) := f



�

Y(E)

�

est un

ferm�e de M(E):

Conjeture 3 M



(E) est une sous-vari�et�e analytique de M(E):

Remarque 4 Il onviendrait �a e niveau de regarder si l'on ne peut pas se ramener �a un

th�eor�eme de Siu (\Analyity of sets assoiated to Lelong numbers...", Invent. Math., 27,

53-156) en �etudiant le nombre de Lelong d'un ourant positif ferm�e.
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3 Perspetive alg�ebrique

Nous herhons �a donner une interpr�etation alg�ebro-g�eom�etrique du travail de G. Tian

en gardant �a l'esprit qu'il y a une orrespondane par le th�eor�eme de Donaldson-Uhlenbek-

Yau entre les onnexions irr�edutibles Hermite-Einstein et les �br�es stables que nous avons

d�ej�a d�erite dans la premi�ere setion et dans un as partiulier. Si nous disposons d'une

suite de �br�es W -stables V

i

sur X de topologie �x�ee, nous pensons que nous aurons besoin

d'un unique �elatement

~

X

�

! X donn�e par des m�ethodes de G.I.T dans le as d'une vari�et�e

alg�ebrique tel que �

�

V

i

onverge vers un �br�e V qui soit au moins polystable (ou quasi-

stable) par rapport �a un �br�e ample de la forme W

"

= W �

P

j

"

j

E

j

o�u E

j

d�esigne un

diviseur exeptionnel assoi�e �a �: L'ensemble des points o�u l'on �elaterait serait quant �a lui

en orrespondane ave l'ensemble singulier qu'a d�e�ni G. Tian et pour lequel il a donn�e une

desription g�eom�etrique que nous avons rappel�e dans la setion 2. Le point de vue alg�ebrique

permettrait dans es onditions de mieux omprendre la nature de l'ensemble singulier et

de r�epondre en partiulier aux onjetures de G. Tian (Cf onjeture 2). Nous esp�erons que

nous pourrons trouver une onnexion Hermite-Einstein A

"

assoi�ee �a E vis �a vis de W

"

pour

laquelle A

i

"

! A

"

fortement ave A

i

e

suite de onnexions Hermite-Einstein assoi�ee �a la suite

(V

i

)

i

. L'�etude de la limite de A

"

quand " ! 0 devrait nous donner une ompati�ation

naturelle de l'espae de modules de �br�es stables M (r; 

1

; 

2

). Dans un premier temps nous

nous restreignons au as d'une surfae alg�ebrique o�u nous �etudions le omportement de

l'espae de modules vis �a vis d'un �elatement.

3.1 Riemann-Roh et th�eor�eme d'indie de Hodge

Nous redonnons suintement dans e paragraphe quelques r�esultats lassiques de

g�eom�etrie alg�ebrique dans le as d'une surfae alg�ebrique X arbitraire. Par d�e�nition, la

arat�eristique d'Euler d'un diviseur D sur ette surfae X est :

�(D) := �(O(D)) = h

0

(X;O(D))� h

1

(X;O(D)) + h

2

(X;O(D))

Le th�eor�eme de Riemann-Roh et la formule de Noether peuvent s'�enoner ainsi :

�(D) =

D

2

�D �K

2

+ �(O

X

)

�(O

X

) =

K

2

+ e(X)

12

ave e(X) = �

i

(�1)

i

b

i

la arat�eristique d'Euler de la surfae X: Comme l'usage le veut, on

notera l(D) = h

0

(X;O(D)) et K = K

X

la lasse anonique de la surfae X. Par dualit�e, on

obtient l'in�egalit�e de Riemann-Roh :

l(D) + l(K �D) �

D

2

�D �K

2

+ �(O

X

)

On dispose alors imm�ediatement du r�esultat suivant :

Proposition 3.1 Si D

2

> 0, alors un des diviseurs, nD ou �nD; est �equivalent �a un

diviseur e�etif pour n suÆsamment grand.
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I En remplaant D par nD et �nD dans l'in�egalit�e de Riemann-Roh, on voit qu'�a la

limite on obtient 3 possibilit�es :

1. l(nD)!1

2. l(�nD)!1

3. l(K � nD)!1 et l(K + nD)!1

puisqu'il est �evident que si W est un diviseur ample sur X; alors il existe n

0

= K �W tel

que pour tout diviseur D ave D �W > n

0

alors l(K �D) = 0: Maintenant montrons que la

ondition (3:) entraine une ontradition : pour n assez grand, on obtient K�nD � D

0

> 0

et pour D

0

> 0 et D

0

� K + nD; l'appliation D

0

! D

0

+ D

0

donne l'inlusion suivante :

H

0

(X;O(K + nD))! H

0

(X;O(K + nD +K � nD)) = H

0

(X;O(2K)):

D�es lors l(2K) � l(K + nD) e qui est absurde. En fait le hoix de nD ou de �nD d�epend

du signe de D �W: �

Th�eor�eme 13 (Th�eor�eme d'Indie de Hodge)

Soit W diviseur ample sur X; et soit D 6= 0 diviseur tel que D �W = 0: Alors D

2

< 0:

I Si l'on a D

2

> 0; alors soit W

0

= D + nW qui est ample pour n suÆsamment grand.

De plus, D �W

0

> 0 don la derni�ere proposition donne mD e�etif pour tout m assez grand

et D �H > 0 e qui absurde. Dans le as o�u D

2

= 0; il existe un diviseur E tel que D �E 6= 0

et W � E = 0: On remplae E par E

0

= (W

2

)E � (E �W )W et D par D

0

= nD + E: Alors

D

0

�W = 0 et D

02

= 2nD �E +E

2

et il existe n assez grand tel que D

02

> 0 et on se ram�ene

au as pr�e�edent. �

Corollaire 3.1 Soit W diviseur ample sur X et soit D un diviseur. Alors,

�

W

2

� �

D

2

�

� (W �D)

2

I Il suÆt d'appliquer le th�eor�eme au diviseur (W

2

)D � (W �D)W: �

3.2 Fibr�es stables et �elatements

Regardons maintenant omment se omporte l'espae des modules de �br�es stables a�n

de r�epondre au moins partiellement au programme que nous nous sommes �x�es au d�ebut de

ette setion.

Soit � :

~

X ! X l'�elatement d'une surfae alg�ebrique X en un point p; E le yle

exeptionnel assoi�e. Nous identi�erons par la suite un diviseur D sur X ave �

�

D sur

~

X:

Chaque diviseur

~

D sur

~

X est lin�eaire �equivalent �a D + aE o�u la lasse d'�equivalene du

diviseur D sur X est l'entier relatif a sont uniquement d�etermin�es par

~

D: Si W est un

diviseur ample sur Y; alors 9n

0

tel que 8n � n

0

; nW � E est ample.

Lemme 3.1 Soient � :

~

X ! X l'�elatement de X en p; E le diviseur exeptionnel et m

p

l'id�eal maximal de p dans X: Alors, �

�

O

~

X

(aE) =

�

m

�a

p

; si a < 0

O

X

si a � 0

:
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I Pour un voisinage U de p; soit f 2 �(�

�1

(U);O

~

X

(aE)) qui d�e�nit une fontion holo-

morphe sur Unfpg: Le th�eor�eme d'Hartogs permet de l'�etendre �a U tout entier d'o�u l'inlusion

naturelle j : O

~

X

(aE)! O

X

:

Montrons que dans le as o�u a � 0; nous disposons de l'inlusion inverse. Si maintenant

a � 0 et g 2 �(U;O

X

) alors �

�

g est une setion de O

~

X

sur �

�1

(U) et don une setion de

O

~

X

(aE) sur �

�1

(U); 'est �a dire une setion de �

�

O

~

X

(aE) sur U: On a j(�

�

g) = g et don

�

�

O

~

X

(aE) = O

X

:

Dans le as o�u a < 0; nous devons d�eterminer l'image de l'appliation j: Il suÆt de montrer

que fg holomorphe sur U telle que �

�

g 2 O

~

X

(aE)g = m

�a

p

: On hoisit un syst�eme de o-

ordonn�ees x; y entr�e en p; et dans es onditions l'on peut �erire (x; y) 7�! g (x; y) sous la

forme g(x; y) =

P

1

k=m

g

k

(x; y) ave g

k

homog�ene de degr�e k et g

m

6= 0: On a tout de suite

que m = mult

p

(g) et g 2 m

m

p

�m

m+1

p

: Soit

~

U = �

�1

(U) qui est reouvert par deux artes

~

U

1

et

~

U

2

: Sur

~

U

1

nous disposons de oordonn�ees x

0

; y

0

et � est donn�ee par fx = x

0

; y = x

0

y

0

g: Sur

la arte

~

U

2

, notons x

00

; y

00

les oordonn�ees, � �etant alors donn�ee par : fx = x

00

y

00

; y = y

00

g: On

reolle

~

U

1

nfy

0

= 0g �a

~

U

2

nfx

00

= 0g via fx

00

= 1=y

0

; y

00

= x

0

y

0

g: D�es lors, en travaillant dans

~

U

1

; nous obtenons :

�

�

g(x; y) = g(x

0

; x

0

y

0

) = (x

0

)

m

(g

m

(1; y

0

) + x

0

g

0

)

et x

0

g

0

s'annule tout le long de E

j

~

U

1

= fx

0

= 0g; ontrairement �a g

m

(1; y

0

). Ainsi,

�

�

g 2 �

�

�

�1

(U);O

~

X

(�mE)

�

n�

�

�

�1

(U);O

~

X

(�(m + 1)E)

�

et l'on a l'�equivalene

�

�

g 2 �

�

�

�1

(U);O

~

X

(�mE)

�

, g 2 m

m

p

e qui permet de onlure. �

Lemme 3.2 Si W est un diviseur tr�es ample, alors nW � E est ample si n � 2:

I Rappelons le rit�ere de Nakai-Moishezon : un diviseurD surX est ample si et seulement

si D

2

> 0 et D � C > 0 pour toutes les ourbes irr�edutibles C de X: On a bien sûr

(nW � E)

2

> 0: Toute ourbe C est �elat�ee en p et s'�erit

~

C = C � kE ave k � 0 (sauf

pour C = E qui est un as trivial) et omme W est tr�es ample on a W �C � mult

p

(C) � k:

Ainsi, (nW � E) �

~

C = nW � C � k � (n� 1)k > 0: �

Proposition 3.2 Soit

~

V un �br�e de rang 2 sur

~

X ave 

1

(

~

V ) = 0 et W diviseur tr�es ample

sur X tel que V =

�

�

�

~

V

�

__

soit W -stable. Alors, il existe n

1

tel que 8n � n

1

(W; h(

~

V )); le

�br�e

~

V soit nW � E stable.

I Soit O

~

X

(

~

D) !

~

V un sous-�br�e en droite, 'est �a dire un sous-faiseau de rang 1 qui

soit �br�e en droite. Nous pouvons �erire alors

~

D = �

�

D + aE pour un unique a 2 Z.

{ Supposons que a = �n � 0: Comme pour tout entier p � 0; �

�

O

~

X

(pE) = O

X

par

le lemme, nous avons, via la formule de projetion, une suite d'injetions que nous

pouvons formuler ainsi :

�

�

(�

�

O

X

(D)
O

~

X

(�nE)) = O

X

(D)
 m

n

x

! �

�

~

V ! V

ave toujours m

x

l'id�eal maximal de x dans X: Le fait que V soit stable se traduit

par d�e�nition par W � D < 0: Mais alors, tout simplement, (nW � E) � (D + aE) =

n(W �D) + a < 0, e qui prouve imm�ediatement que

~

V est stable.
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{ Supposons maintenant que a > 0: En onsid�erant

~

V =O

~

X

(

~

D) sans torsion (Cf proposi-

tion n

Æ

1.1), nous disposons de la suite exate :

0! O

~

X

(

~

D)!

~

V ! O

~

X

(�

~

D)
 I

Z

! 0

o�u Z est sous-sh�ema de dimension 0. Ainsi, 

2

(

~

V ) � �(

~

D)

2

� �D

2

+ a

2

:

Examinons les 3 di��erents sous-as suivants :

{ a > 0 et D

2

� 0: Alors a

2

� 

2

(

~

V ) et si l'on prend n

0

:=

q

2

2

(

~

V ) + 1, alors 8n � n

0

;

n > a et (W �D) � �1; n(W �D) + a � �n + a < 0 e qui prouve la stabilit�e.

{

q

2

2

(

~

V ) + 1 > a > 0 et D

2

> 0. Alors, 8n � n

0

; n(W � D) + a < 0 et il y a enore

stabilit�e.

{ a �

q

2

2

(

~

V ) + 1 et D

2

> 0: Soit n

0

0

(W ) telle que 8N � n

0

0

; (NW � E) soit ample

(Cf lemme n

Æ

3.2). Consid�erons les nombres entiers N tels que N � 3n

0

0

et N � n

0

: On

peut �erire (D + aE) � (NW � E) =

�

N

n

0

0

D + aE

�

� (n

0

0

W � E) : Alors

�

N

n

0

0

D + aE

�

2

�

N

2

n

02

0

D

2

� 4a

2

�

N

2

n

02

0



2

(

~

V ) +

�

N

2

n

02

0

� 4

�

� 8

2

(

~

V ) > 0

On utilise la proposition n

Æ

3.1; et omme,

�

N

n

0

0

D + aE

�

� W < 0 par hypoth�ese, on

obtient qu'il existe n

00

0

� 0 tel que �n

00

0

�

N

n

0

0

D + aE

�

est �equivalent �a un diviseur

e�etif. Vu que par hoix de n

0

0

; (n

0

0

W � E) est ample, on obtient que

�

n

n

0

0

D + aE

�

�

(n

0

0

W � E) = n(W �D) + a < 0, 8n � max(3n

0

0

; n

0

): En posant n

1

:= max(3n

0

0

; n

0

) le

r�esultat est aquis. �

Remarque 5 La derni�ere proposition se g�en�eralise au as o�u l'�elatement se fait en plusieurs

points simultan�ement.

Proposition 3.3 Soit � :

~

X ! X l'�elatement en un nombre �ni de points fp

1

; :::; p

q

g et E

i

les diviseurs exeptionnels assoi�es. Soit

~

V un �br�e de rang 2 sur X et W diviseur tr�es ample

sur X tel que V =

�

�

�

~

V

�

__

soit W -stable. Alors, il existe n

1

tel que 8n � n

1

(W; h(

~

V )); le

�br�e

~

V soit nW �

P

q

i=1

E

i

stable.

I On ommene par reprendre la même d�emonstration que dans le as o�u 

1

(

~

V ) = 0:

On pose 

1

(

~

V ) = �

�



1

+ �

i



i

E

i

et C(V ) = 4

2

� 

2

1

la harge de V: Soit O

~

X

(

~

D) !

~

V un

sous-�br�e en droite, alors en onsid�erant

~

V =O

~

X

(

~

D) sans torsion (Cf proposition n

Æ

1.1), nous

disposons (dans le as d�efavorable) de la suite exate suivante :

0! O

~

X

(

~

D)!

~

V ! O

~

X

(

1

(

~

V )�

~

D)
 I

Z

! 0

Nous savons par ailleurs que

~

D = �

�

D + �

i

a

i

E

i

pour un unique a 2 Z. Calulons la harge

ave la suite exate que nous venons d'�erire. Nous avons ainsi :

(

1

(V )� 2D)

2

� 4l(Z)�

X

i

(2a

i

� 

i

)

2

= �C(

~

V ) (�)
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harge pour le �br�e apr�es �elatement. L'hypoth�ese de stabilit�e se r�e�erit sous la forme W �

(

1

(V )� 2D)) � 1: Mais (W � (

1

(V )� 2D))

2

� W

2

(

1

(V )� 2D)

2

par l'in�egalit�e de Hodge

et l'on obtient par (�) :

(W � (

1

(V )� 2D))

2

+W

2

C(

~

V ) � W

2

 

X

i

(2a

i

� 

i

)

2

� C(

~

V )

!

+W

2

C(

~

V )

� W

2

X

i

(2a

i

� 

i

)

2

D�es lors, (W � (

1

(V )� 2D))

2

�

1 +W

2

C(

~

V )

�

� W

2

P

i

(2a

i

� 

i

)

2

. On pose n

1

:= 1 +

q

1

W

2

+ jC(

~

V )j et 8n � n

1

;

n (W � (

1

(V )� 2D)) >

X

i

2a

i

� 

i

e qui, par d�e�nition, est la stabilit�e relativement �a nW �

P

q

i=1

E

i

: �

En fait nous venons d'utiliser une g�en�eralisation du lemme n

Æ

3.2 :

Lemme 3.3 Ave les notations pr�e�edentes, nW �

P

q

i=1

E

i

est ample si W est tr�es ample

et n > max

�

q

q

2

W

2

; q

�

:

I On applique le lemme de Nakai-Moishezon. Visiblement (nW �

P

q

i=1

E

i

)

2

> 0 et

pour toute ourbe

~

C = C �

P

q

i=1



i

E

i

(ave 

i

� 0), W � C � max

i

(

i

) et par ons�equent

(nW �

P

q

i=1

E

i

) �

~

C � (n� q)max

i

(

i

) > 0 e qui permet de onlure. �

Corollaire 3.2 Si

~

V = �

�

V; 9n

0

tel que 8n � n

0

;

~

V est nW � E stable si et seulement si

V est W stable.

I Si V estW -stable alors d'apr�es e que l'on a d�emontr�e, �

�

V est aussi stable. R�eiproquement,

supposons que �

�

V soit nW �

P

i

E

i

stable. Alors pour tout diviseur en droite de V on a

�

�

D ,! �

�

V qui est non triviale et don nW � D <

1

2

nW � 

1

(V ) e qui prouve que V est

aussi W -stable. �

Proposition 3.4 Les deux derniers r�esultats sont valables pour des �br�es de rang 3.

I On va faire la d�emonstration dans le as o�u 

1

(

~

V ) = �

�



1

(V ) pour simpli�er les aluls,

mais la d�emarhe reste la même dans le as g�en�eral. Soit V un �br�e de rang r sur X et

F

0

� �

�

V un sous-faiseau de rang r

0

: On peut �erire ave les notations utilis�ees auparavant

que



1

(F

0

) = �

�

F +

X

i

b

i

E

i

et que le �br�e W

0

= m

0

�

�

W �

P

i

E

i

est ample. Ainsi, si n � m

0

; W

n

= (n�m

0

) �

�

W +W

0

est ample. D�es lors, il suÆt de montrer qu'il existe n

0

tel que 8n � n

0

;

(r

0

�

�



1

(V )� r

1

(F

0

)) �W

n

> 0
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soit en posant n

0

= n�m

0

;

n

0

(r

0



1

(V )� rF ) �W > (r

1

(F

0

)� r

0

�

�



1

(V )) �W

0

pour n

0

assez grand. En \re-desendant" l'inlusion F

0

,! �

�

V; on a �

�

F

0

,! V , et omme

V est suppos�e W -stable, on obtient que

(r

0



1

(V )� rF ) �W > 0

D'autre part, d'apr�es le r�esultat prinipal de Maruyama (Cf [15℄), l'ensemble

f

1

(F

0

) �W

0

jF

0

,! �

�

V; ave V de rang r � 3; 

1

(V ) et 

2

(V ) �x�esg

est born�e sup�erieurement. D'o�u l'existene de l'entier n

0

qui ne d�epend que des invariants

de d�epart et des diviseurs amples.

Si

~

V = �

�

V et F ,! V un sous faiseau de rang r; on a alors l'inlusion �

�

F

0

,!

~

V et

par W

n

-stabilit�e de

~

V ;



1

(F ) �W

r

=



1

(�

�

F ) �W

n

nr

<



1

(

~

V ) �W

n

nr

=



1

(V ) �W

r

e qui prouve le dernier orollaire dans le as du rang 3. �

Il y a don une �etroite relation entre l'espae des modulesM

X;W

(r; 

1

; 

2

) de �br�es stables

surX de rang r �a premi�ere et deuxi�eme lasse de Chern �x�es et l'espaeM

~

X;nW�E

(r; �

�



1

; 

2

):

Il est lair que la proposition n

Æ

3.4 vient de d�e�nir un morphisme injetif qui est ertainement

aussi une immersion lorsque n est assez grand et que les r�esultats obtenus peuvent être

appliqu�es au as d'une famille born�ee de faiseaux (Cf p :181 [13℄). Il serait aussi int�eressant

�a e niveau d'�etudier la relation entre la g�eom�etrie de la vari�et�e X et elle de l'espae

M

~

X

(r; �

�



1

; 

2

):

3.3 Constrution de Buhdahl dans le as d'une surfae omplexe

ompate

N.P.Buhdahl a g�en�eralis�e les r�esultats de Donaldson-Uhlenbek-Yau (id est la orre-

spondane Connexion irr�edutible Hermite-Einstein() Fibr�e stable [2℄) au as des surfaes

omplexes ompates et a prouv�e dans \Sequenes of stable vetor bundles over ompat

omplex surfaes" (Cf [4℄) que les suites de �br�es stables de rang quelonque identi��es aux

onnexions Hermite-Einstein ont des sous-suites onvergentes apr�es �elatement, au moins

quand les limites faibles sont stables. Cei onduit �a d�e�nir une topologie des espaes de

modules de �br�es stables sur des surfaes omplexes ompates (�a �elatements pr�es) et de

onlure quant �a la ompait�e du dit espae (Cf [5℄). Remarquons pour �nir que le travail

de Buhdahl sera diÆilement g�en�eralisable en dimension sup�erieure (Cf p :70 [5℄).

Ii la onvergene d'une suite d'�elatements est en fait la onvergene d'une suite de

strutures omplexes integrables sur la même vari�et�e sous-jaente X#nP

2

: On note �

i

la

(1; 1)-forme orrespondant au i-�eme �elatement et �

�

=

P

i

�

i

�

i

ave � 2 R

n�

+

ainsi que

!

�

= �

�

! + �

�

le pull-bak de la forme de (1; 1)-forme positive �

�

�-ferm�ee donn�ee par le

th�eor�eme de Gauduhon.
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Th�eor�eme 14 Soit X une surfae omplexe ompate munie d'une (1; 1)-forme positive �

�

�-

ferm�ee !: Soit fA

i

g une suite de onnexions Hermite-Einstein sur un �br�e unitaire �x�e E

top

de rang r sur X telles que les �br�es holomorphes orrespondants E

i

soient stables et de degr�e

uniform�ement born�e. Supposons que E

i

onverge faiblement vers E en dehors d'un ensemble

�ni S � X ompos�e de jSj points. Alors il existe une sous-suite fE

i

j

g pour laquelle :

{ Il existe une suite d'�elatements

f

X

i

j

de X onstitu�ee d'au plus 2C(E

top

)� 2C(E)�jSj

�elatements individuels onvergeant vers un �elatement

~

X

�

! X de X ave diviseur

exeptionnel �

�1

(S):

{ Il existe des automorphismes omplexes g

i

j

de �

�

i

j

E

top

tels que

�

jg

i

j

j+ jg

�1

i

j

j

�

soient uni-

form�ement born�es sur les sous-ensembles ompats de XnS et fg

i

j

g est uniform�ement

onvergente au sens C

2

dans es mêmes sous-ensembles.

{ fg

i

j

�

�

�

i

j

A

i

j

�

g onverge uniform�ement dans C

2

vers une onnexion lisse sur �

�

E

top

sur

~

X laquelle d�e�nit un �br�e holomorphe

~

E tel que

�

�

�

~

E

�

��

= E:

{ Si E est stable alors, pour tout hoix onvenable j�j suÆsamment petit, les onnexions

g

i

j

�

�

�

i

j

A

i

j

�

sont

�

�

�

i

j

! + �

�

�

-Hermite Einstein et

~

E est !

�

-stable.

Dans le as du rang 2, on dispose même d'un r�esultat plus performant :

Th�eor�eme 15 Sous les mêmes hypoth�eses que pr�e�edemment et en supposant que b

1

(X) est

pair et que E

top

est de rang 2, alors il existe fE

i

j

g telle que :

{ Il existe une suite d'�elatements

f

X

i

j

de X onstitu�ee d'au plus 2C(E

top

)�1 �elatements

individuels onvergeant vers un �elatement

~

X

�

! X de X.

{ �

�

i

j

A

i

j

est

�

�

�

i

j

! + �

�

�

pour � 2 R

n

+

onvenablement hoisi et la suite de onnexions

Hermite-Einstein orrespondante onverge fortement sur

~

X d�e�nissant un �br�e !

�

-

stable

~

E sur

~

X:

Soit E

top

un �br�e unitaire de rang r sur une surfae de K�ahler (X;!) et M(X;E

top

)

l'espae des lasses d'isomorphisme de strutures holomorphes quasi-stables sur E

top

: Con-

sid�erons les paires

�

~

X;

~

E

�

ave :

1.

~

X est un �elatement de X;

2.

~

E est un �br�e holomorphe sur

~

X topologiquement isomorphe �a �

�

E

top

tel que �

�

E est

semi-stable,

3.

~

E est !

�

-quasi-stable pour tout hoix onvenable de �:

Sur les paires

�

~

X;

~

E

�

satisfaisant de telles onditions, nous pouvons d�e�nir une relation

d'�equivalene ' en posant que

�

~

X

1

;

~

E

1

�

'

�

~

X

2

;

~

E

2

�

s'il existe un �elatement

~

X

12

tel que

�

�

~

E

1

� �

�

~

E

2

sur

~

X

12

et soit M(X;E

top

) l'ensemble des lasses d'�equivalene. Une topolo-

gie sur M(X;E

top

) est donn�ee par :

n�

~

X

i

;

~

E

i

�o

i

onverge vers

�

~

X;

~

E

�

si et seulement si

n�

~

X

i

;

~

E

i

�o

i

peut être repr�esent�ee par une suite d'�elatements

~

X

i

onvergeant vers

~

X ave

~

E

i

�br�es !

�

-polystables sur

~

X

i

onvergeant fortement vers

~

E sur

~

X:
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Proposition 3.5 Il existe N(X;!;E

top

) tel que toute lasse dansM(X;E

top

) soit repr�esent�ee

par un �br�e sur un �elatement d'au plus N �elatements individuels.

Th�eor�eme 16 Si E

top

est de rang 2; M(X;E

top

) est ompat.

Le �l onduteur du travail de Buhdahl est d'une part une estimation des hangements

induits par les �elatements sur la harge d'un �br�e et d'autre part l'�eriture d'un proessus

de stabilisation des �br�es semi-stables de mani�ere a lisser les points singuliers de l'espae de

modules, e proessus se basant exlusivement sur la th�eorie des faiseaux. Remarquons au

passage que Buhdahl obtient un analogue de la proposition n

Æ

3.3 en rang quelonque :

Proposition 3.6 Soit

~

E un �br�e de rang r sur la surfae �elat�ee X:

Si E is !

��

-stable pour tout � > 0 suÆsament petit, alors �

�

E est !-semi-stable.

Si

~

E = �

�

E ave E �br�e sur X and

~

E est !

�

-stable, alors E is !-stable.

Si

~

E est !

�

-stable et �

�

~

E est !-semi-stable, alors 8� 2℄0; 1℄;

~

E est !

��

-stable:

Si �

�

~

E est stable, alors

~

E est !

�

-stable pour tout � 2 R

n

+

suÆsamment petit.

3.4 Espae de modules sur P

2

et �elatements

Comme on le sait, apr�es un nombre suÆsant d'�elatements, une surfae rationnelle

est biholomorphe �a un �elatement de P

2

; et ainsi la lassi�ation des �br�es stables sur une

surfae rationnelle se r�eduit au probl�eme de la lassi�ation des �br�es sur les �elatements de

P

2

ave des ontraintes de trivialit�e sur ertaines omposantes du diviseur exeptionnel. Il

est don naturel de s'int�eresser �a l'espae de modules sur P

2

dans le adre de notre travail.

Comme on peut le voir dans le livre d'Okonek (hapitre 2, paragraphe 4.3 p :355 [18℄)

l'espae des modules de �br�es stables de rang 2 ave 

1

= 0 et 

2

= 2 est isomorphe �a

l'espae projetivis�e des matries sym�etriques de dimension 3 (qui est lui même isomorphe

�a P

5

) priv�e de l'hypersurfae onstitu�ee des matries sym�etriques de d�eterminant nul. Nous

allons d�eterminer dans la suite e que devient par �elatement � :

e

P

2

! P

2

en un point p; et

espae de modules en utilisant le travail de Buhdahl.

Commen�ons par pr�eiser les notations. Soit L

1

une ourbe rationnelle ave auto-intersetion

+1 dans

e

P

2

qui ne oupe pas le diviseur exeptionnel. A l'�elatement, orrespond bien sûr

une ourbe rationnelle E

1

d'auto-intersetion n�egative et les lasses f[L

1

℄; [E

1

℄g forment une

base de H

0

(

e

P

2

;Z): Soit de plus fh; eg une base duale, de sorte que [E

1

℄ = q

11

e:

La stabilit�e sur

e

P

2

est par rapport �a une m�etrique de la forme !

"�

= �

�

! + "�� ave

! =

1

2�

FS sur P

2

(ave FS m�etrique de Fubini-Study), � une (1; 1)-forme ferm�ee �egale �a

1

2�

FS sur E

i

= �

�1

(p); � une onstante positive et " > 0 suÆsamment petit en fontion

des lasses de Chern. D'apr�es la proposition 3.5 de [5℄, si �

2

<

1

3

alors tout �br�e E (de

rang 2 ave 

1

= 0; 

2

= 2) qui est !

�

stable est aussi !

"�

stable pour "� <

1

p

3

et �

�

E est

aussi semi-stable et es onditions de stabilit�e se traduisent par H

0

(

e

P

2

; E) = 0 = H

2

(

e

P

2

; E):

Par Riemann-Roh, on a don que H

1

(

e

P

2

; E) = 0 et E se sinde sur E

1

en O � O ou

O(�1) � O(+1): Le même artile pr�eise que dans es onditions, on peut d�erire le �br�e

E(0; 1) := E 
O(e) omme la ohomologie d'une monade sur

e

P

2

de la forme :

0! K(�1; 0)
K(�1;�e)

A

!W

B

! L(1; 0)! 0 (M)
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ave les mêmes abus de notation et K;W;L des espaes vetoriels. L'espae de modules de

!

"�

-�br�es stables est don identi��e ave l'espae des appliations (A;B) telles que BA = 0;

ave A(x) injetive et B(x) surjetive pour tout x 2

e

P

2

et le fait que E soit stable modulo

le groupe des automorphismes de la monade. Fixons des oordonn�ees z

a

= (z

0

; z

1

; z

2

) 2 P

2

telles que L

1

= fz

2

= 0g et le point p = fp

a

g = (p

A

; 1); A = 0; 1: Comme dans \Stable 2

bundles on Hirzebruh surfae" [1℄, on peut supposer que E est trivial sur L

1

, e qui ave

(M) permet de trouver une base pour L et W dans lesquelles peuvent être exprim�ees les

matries A et B et la question de stabilit�e se traduit sur les oeÆients matriiels et en

appliquant les r�esultat du même artile via le paragraphe 4,

Proposition 3.7 Soit M

0

= P (C

ab

) l'espae des matries sym�etriques 3� 3;

S

0

= fv

ab

2 M

0

j det(v

ab

) = 0g et pour v

a

6= 0; P (v

a

) = f[v

a

�

w

b

�

T

jw

b

2

�

C

b

�

�

g.

Si � > 0; alors pour " suÆsamment petit, le module des �br�es stables de rang 2 ave 

1

= 0;



2

= 2 est isomorphe �aM

1

n

�

S

1

[

e

P (p

a

)

�

aveM

1

l'�elat�e deM

0

le long de la transform�ee

propre

e

P (p

a

) de P (p

a

) dans M

0

et S

1

la transform�ee propre de S

0

.

Question : G�en�eralisation au as d'un �elatement en n points distints.
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4 Annexe

Nous donnons ii quelques r�esultats tehniques ainsi que des rappels de th�eorie de la

mesure.

{ Dimension de Hausdor� :

Soit A un sous-ensemble de (X; d):espae m�etrique. Soit B

"

(A) l'ensemble des reou-

vrements d�enombrables (B

k

)

k�1

de A par des boules B

k

de diam�etre inf�erieur �a ": Pour

d > 0; soit

H

d

"

(A) := inf

B

"

(A)

 

X

k�1

diam(B

k

)

d

!

Mais " 7�! H

d

"

(A) est d�eroissante sur R

�

+

et 'est une mesure ext�erieure.

H

d

(A) := lim

"!0

H

d

"

(A) est une mesure ext�erieure appel�ee mesure de Haudor� de dimen-

sion d: On peut montrer que si A est Lebesgue mesurable et X = R

n

, alors H

n

(A) est

juste la mesure de Lebesgue de A: D�es lors, si d > n et si A est un ensemble born�e,

alors H

d

(A) = 0: On d�e�nit la dimension de Hausdor� de l'ensemble born�e A par :

dim(A) = inf

�

d > 0 : H

d

(A) = 0

	

2 [0; n℄

Si d > dim(A); H

d

(A) = 0 et si d < dim(A) alors H

d

(A) = +1:

{ On appelle mesure de radon sur X espae m�etrique loalement ompat, toute forme

lin�eaire ontinue sur C



(X; K ):

Lemme de Fatou : soit pour tout n; f

n

: X ! [0;+1℄ une fontion mesurable. Alors

on a

Z

X

lim inf f

n

d� � lim inf

Z

X

f

n

d�

{ Absolue ontinuit�e : � � � si 8A 2 M; �(A) = 0 ) �(A) = 0: On dit que � a une

densit�e par rapport �a � si �(A) =

R

A

fd� ave f mesurable positive. Le th�eor�eme de

Radon-Nikodym a pour objet d'�etablir une r�eiproque �a ette onstrution : si � � �;

� a-t-elle n�eessairement une densit�e par rapport �a � ? Dans le as g�en�eral, la r�eponse

est non.

{ Th�eor�eme de Radon-Nikodym dans le as d'une mesure de r�ef�erene � �nie. Soient �

et � deux mesures �nies sur un espae mesurable (X;M). Alors,

[� � �℄, [9f 2 L

1

R

+

(�) : 8A 2M; �(A) =

R

A

fd� et f est unique �a une �egalit�e �-p.p.

pr�es℄:

{ Rappelons l'in�egalit�e de Sobolev-Poinar�e : p

�

=

np

n�p

> p �etant l'exposant de Sobolev,

�

Z

B

R

ju� u

R

j

p

�

dx

�

1=p

�

� (n; p)

�

Z

B

R

jDuj

p

dx+R

�p

Z

B

R

ju� u

R

j

p

dx

�

1=p

� (n; p)

�

Z

B

R

jDuj

p

dx

�

1=p

ave u

R

:=

R

B

R

udx:

{ Tehnique de l'it�eration de Moser :

Soit u une solution de

R

a

��

(x)D

�

uD

�

�dx � 0 pour tout � 2 H

1;2

o

(
) = C

1

o

et 
 � R

n
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ave a

��

2 L

1

(
) et l'on veut montrer que

sup

x2B

R=2

u(x) � 

00

�

Z

B

R

u

2

dx

�

1=2

On utilise une fontion test � = (u

+

)

p

�

2

ave u

+

= max(u; 0) et � une fontion \ut-

o�".

D�e�nition 4.0.1 � v�eri�e les propri�et�es suivantes :

a) � 2 C

1

o

(B

R

)

b) 0 � � � 1 et � = 1 sur B

�

� B

R

�� 
:

) jD�j �

2

R��

On suppose tout d'abord que u � 0: Alors;

p

Z

B

r

a

��

D

�

uD

�

uu

p�1

�

2

dx+

Z

B

r

a

��

D

�

uu

p

�D�dx � 0

Z

B

R

jDuj

2

u

p�1

�

2

dx �



p

Z

B

R

jDuju

p�1

2

u

p+1

2

�jD�jdx

Z

B

R

jDuj

2

u

p�1

�

2

dx �



p

2

Z

B

R

u

p+1

jD�j

2

dx

Comme jDu

p+1

2

j

2

=

�

p+1

2

�

2

u

p�1

jDuj

2

don on obtient

Z

B

R

jDu

p+1

2

j

2

�

2

dx � 

�

p+ 1

2

�

2

u

p+1

jD�j

2

dx

et omme

jD(�u

p+1

2

)j

2

dx � jDu

p+1

2

j

2

�

2

+ u

p+1

jD�j

2

et don

Z

B

R

jDu

p+1

2

jdx � 

 

1 +

�

p+ 1

2

�

2

!

Z

B

R

u

p+1

jD�j

2

dx

� (p+ 1)

2

�

1 +

1

p

2

�

Z

B

R

u

p+1

jD�j

2

dx

On utilise maintenant les in�egalit�es de Sobolev et les propri�et�es de � :

�

Z

�

u

p+1

2

�

�

2

�

dx

�

2=2

�

� (p+ 1)

2

�

1 +

1

p

2

�

1

(R� �)

2

Z

B

R

u

p+1

dx

Posons � = 2

�

=2 =

n

n�2

et q := p+ 1 > 2 alors

 

Z

B

�

u

�q

dx

!

1=�

� 

(1 + q)

2

(R� �)

2

Z

B

R

u

q

dx
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Maintenant nous hoisissons : q

i

:= 2�

i

= �q

i�1

(q

0

= 2) et R

i

:=

R

2

+

R

2

i+1

(R

0

= R) : Alors,

 

Z

B

R

i+1

u

q

i+1

dx

!

1

�

i

+1

=

 

Z

B

R

i+1

u

�q

i

dx

!

1

�

1

�

i

�

i

Y

k=0

�

(1 + q

k

)

2

2

�2(i+1)

R

2

�

1=�

k

�

Z

B

R

u

2

dx

�

1=2

et

Q

i

k=0

h

(1+q

k

)

2

2

�2(i+1)

R

2

i

1=�

k

= exp

�

P

1

k=0

2

�

k

log

�



0

(1+q

k

)

2

�k�1

R

��

= exp(

00

�n log(R)): D�es lors, pour

tout k;

 

Z

B

R

k

u

q

k

dx

!

1=q

k

� 

00

�

Z

B

R

u

2

dx

�

1=2

et don :

sup

x2B

R=2

u(x) � 

00

�

Z

B

R

u

2

dx

�

1=2

qfd. �
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