
MAT2011 Analyse II Automne 2013
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1. Soit f une fonction bornée sur [a, b] telle que f(x) = 0 pour tout x ∈ [a, b] avec x 6=

c1, . . . , ck. Montrer que f ∈ R[a, b] et que

∫ b

a

f(x)dx = 0.

2. Soit f : [a, b]→ R une fonction intégrable et g une fonction bornée sur [a, b] égale à f sur
[a, b] sauf en un nombre fini de points. Montrer que g ∈ R[a, b] et que∫ b

a

g(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx.

3. Soit f : [a, b] → R une fonction intégrable et g une fonction bornée sur [a, b] qui cöıncide
avec f sur [a, b] sauf pour un ensemble dénombrable de points de [a, b]. Peut-on en déduire
que g ∈ R[a, b] ?

4. Soit {An}n∈N une suite d’ensembles de mesure nulle dans R. Montrer alors que leur union

A =
∞⋃
n=0

An est aussi un ensemble de mesure nulle.

5. Soit g : [0, 1]→ R la fonction définie par

g(x) =

{
0 x ∈ [0, 1

2
],

1 x ∈ (1
2
, 1].

Montrer que

∫ 1

0

g(x)dx =
1

2
.

6. Soit f une fonction bornée sur [a, b]. Montrer alors que l’oscillation de f sur [a, b] est
donnée par ωf([a, b]) = M −m où

M = sup{f(x) | x ∈ [a, b]} et m = inf{f(x) | x ∈ [a, b]}.

7. Soit f une fonction bornée sur [a, b] avec une discontinuité de première espèce en c ∈ (a, b).
Montrer que si f(c) est entre lim

x→c+
f(x) et lim

x→c−
f(x), alors l’oscillation de f en c est donnée

par la valeur absolue du saut de la discontinuité en c :

ωf(c) = |s(f, c)| = | lim
x→c+

f(x)− lim
x→c−

f(x)|.

8. Donner un exemple d’une fonction bornée et monotone croissante f : [0, 1]→ R ayant un
nombre infini de discontinuités.
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