MAT2410 Calcul des formes différentielles Hiver 2020

Séance de travaux pratiques X
Le jeudi 16 avril 2020

1. Smt U C R? un domaine contractlle Montrer que pour tout champ vectoriel E sur U,
E est incompressible (ie. V- E = 0) si et seulement si E admet un potentiel vecteur,
c’est-a-dire un champ de vecteurs A tel que E =V x A. Indice : Utiliser le numéro 5 du
devoir II.

2. Sur le domaine V = R?\ {0} dans R?, on considere la 2-forme

1
w= (xdy N dz + ydz A\ dx + zdz A dy) .

(22 + 12 + 22)2

(a) Montrer que la 2-forme w est fermée.

(b) En termes des coordonnées sphériques

¥ (0,00) x (0,27) x (0,7)
(0,0, )

— U

—  (psingcos, psingsinb, pcos ),
montrer qu’on a ¥*w = sin wdyp A db.

(c) Soit S* = {(x,y,2) € R? | % + y* + 22 = 1} la sphere de rayon 1 centrée a l'origine.
Au sens de I'équation (2) du TP9 (ou de la définition du cours du jeudi 16 avril),
I'intégrale de w sur S? avec son orientation usuelle (champ normal unitaire pointant
vers 'extérieur) est donnée par

/w:/singpdgadQ, (1)
s? D

on D ={(f,p) e R | 0<0<2r, 0< ¢ <n} Quelle est la valeur de cette
intégrale 7

(d) En utilisant le théoreme de Stokes sous la forme du numéro 5b du TP9 avec § = S$?
et C = (), conclure que la 2-forme w n’est pas exacte.

(e) En déduire que le domaine V n’est pas contractile.

—ydx xdy

3. Sur U := R?\ {0}, on considere la 1-forme \ := R + 3 s

(a) Montrer que A est une 1-forme fermée.
(b) Dans la région R?\ ({0} x R), c’est-a-dire la région ou z # 0, montrer que la 1-forme
A est exacte. Indice : Considérer la fonction 6 := arctan (g)
x

(c) Calculer [, X ou C est le cercle de rayon 1 centré a l'origine parcouru dans le sens
anti-horaire.
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(d) Montrer que A n’est pas une forme exacte sur U en utilisant le calcul précédent.

(e) Soit p € QY(U) une 1-forme fermée. Soient C, le cercle de rayon a centrée a 'origine
parcouru dans le sens anti-horaire. Montrer que I'intégrale / 1 ne dépend pas de a
en utilisant le théoreme de Green sous la forme du numéro SIC)a du TP9.

(f) Sip € Q'(U) est une 1-forme fermée telle que [, = 0, montrer que p est exacte.
Indice : Considérer la fonction f : U — R qui au point (x,y), correspondant a (r,0)
en coordonnées polaires, associe

f(xay)=/£0u+/cru,

ou Ly est la courbe allant de (1,0) a < , < le long de C parcouru
Va2 + 2 a2 4y
dans le sens anti-horaire et L, est le segment de droite allant de < , ’
Va2 +y? a4y

a (x,y). Vérifier que f n’est pas discontinue sur {(z,y) € U | y =0,z > 0}.
(g) Si p € QYU) est une 1-forme fermée, montrer que y — cA est exacte si on prend

C:% C,u.

(h) En conclure que le premier groupe de cohomologie de de Rham H'(U) est un espace
vectoriel de dimension 1 engendré par la classe d’équivalence de .



