MAT2410 Calcul des formes différentielles Hiver 2020

Séance de travaux pratiques IV
Le jeudi 6 février 2020

1. Calculer |, 5 TYzdS si S est la partie du plan d’équation z + y + z = 1 contenue dans le
premier octant.

2. Soit S la surface donnée par la partie du cylindre d’équation y? 4+ 2> = 16 contenue
dans le premier octant entre les plans d’équations x = 0 et x = 5. Déterminer le flux de
F"(a:, y,2) = 32%ri — xj — yk sur S pour le champ normal unitaire pointant vers I'axe des
x.

Calculer V- F et V x F pour les champs vectoriels suivants :

—

(a) F =yzi+xzj+ xyk;
(b) F'= f@)i+g(y)i + h(2)k.

3. Démontrer les identités suivantes pour ¢ et 1 des fonctions et E et F des champs vecto-
riels :
(a) V- (ExF)=(VxE)-F—E-(VxF);
. . . ) 32 82 32
(b) VX (VX F)=V(V-F)—AF ot A=V Z@jLa—yQ—i—@estlelaplamen;
() Vx (pVY) = =V x (¥Vy) = Vo x Vi)

4. Soit F' un champ vectoriel (lisse) sur R? qui soit & la fois incompressible et irrotationnel.
Montrer alors que ses composantes Fi, Iy et Fy, sont harmoniques, ¢’est-a-dire que AF; =
0 pour ¢ € {1,2,3}.

5. La loi de Coulomb nous dit que la force électrique F' exercée sur une charge électrique ¢
située en 7 € R? par une autre charge électrique @Q située a 'origine est donnée par

@ 7, ou r=]|r], =

= 57
dmegr

=<1y

et € est la permittivité du vide (une constante universelle). En particulier, les deux

charges s’attirent si elles sont de signes opposés, mais se repoussent si elles sont de méme

signe.

(a) Le champ électrique E(m,y,z) donne la force électrique ﬁq(x,y,z) exercée sur une
charge ¢ située en (z,y, 2) : Fy(x,y,2) := q¢E(x,y, z). Montrer que le champ électrique

7.

engendrée par une charge () située a l'origine est donné par F = 1 5
TEQT

(b) Montrer que le flux du champ électrique précédent a travers une sphere de rayon R
centrée a l'origine avec champ normal unitaire pointant vers ’extérieur ne dépend pas

du rayon et est donné par %
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(c) Plus généralement, lorsque la charge électrique est distribuée continiment dans ’es-
pace, on a que V - E = L ou p est la densité volumique de charge. Dans ce cadre,
€

0
expliquer comment le théoreme de la divergence nous donne la loi de Gauss : la
charge électrique totale contenue a l'intérieur d’une surface fermée S est donnée par

(E-n)dS avec @ le champ normal unitaire pointant vers Uextérieur. En particulier,
S
il suffit de connaitre le champ électrique E sur S (sans «ouvrir» S) pour connaitre la

charge électrique totale contenue a l'intérieur de S.

(d) Quelle est la charge totale a l'intérieur d’une surface fermée orientée S si le champ
électrique est tangent a S partout sur S7

(e) Une charge électrique est distribuée uniformément avec densité py dans une boule de
rayon R centrée a l'origine. Déterminer le champ électrique a l'intérieur et a I’extérieur
de la boule a partir de I’équation V - E=L en sachant que la solution, vu la symétrie

€0
du probleme, est invariante par rotation. Vérifier que la solution est bien compatible
avec la loi de Gauss appliquée a des spheres de rayon a > 0 centrées a 1’origine.

6. Soient C et C' deux circuits électriques le long de courbes fermées paramétrées par 7 et
"et de courants électriques I et I’ respectivement. Alors, d’apres la loi d’Ampere, la
force magnétique exercée par C’ sur C est donnée par

= Idr I’ R = S A
FC’—)C_ \%% TX X ) R:’F—F’,R:|R| R

ol pg est la constante de perméabilité du vide (constante universelle). Autrement dit, si
on définit le champ magnétique B(7) induit par C’ par
1o % I'di’' x R

B0 =0 R

Z:UIZIUL

alors la force magnétique exercée sur C est donnée par
ﬁclﬁc = %ldgx E(F)
c

(a) Supposons que C’ soit I'axe des z au complet et que le courant I’ se dirige vers le haut.
Montrer alors que le Champ magnethue qu’il induit est en coordonnées cylindriques

— sin 6i + cos ].

0,z) d B=
(r,0,z) donné par 277

(b) Montrer que la circulation du champ magnétique B du probleme précédent le long
d’un cercle de paramétrisation 7(t) = (acost,asint,0) pour t € [0,27] et a > 0 est
précisément jol’. C’est une version intégrale de la loi d’Ampere : la circulation de B
le long d’une boucle bordant un surface S (le disque de rayon a dans notre exemple)
donne le courant électrique passant a travers cette surface.
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(c¢) En utilisant la description du rotationnel comme une limite de circulations le long de
cercles, réinterpréter la loi d’Ampere de la fagon suivante : V x B= uoj olt J est le
champ vectoriel correspondant a la densité de courant électrique (le flux de J sur une
surface S donne le courant électrique passant a travers celle-ci).



