MAT3500 Séminaire de Mathématiques Automne 2022

Liste d’exercices III
Semaine du 26 septembre 2022

1. On considere I'équation d’onde 97 f = kAf sur le disque D = {(z,y) € R* | 2* +y* < R}
de rayon R avec condition au bord f|,, =0, oll x est une constante strictement positive
et A =97 4 02 est le laplacien sur R

(a) Montrer que la fonctionnelle d’énergie
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ne dépend pas du temps lorsque f € C?(D x R) est une solution de 1’équation d’onde
(satisfaisant la condition au bord).

(b) En conclure, lorsque les conditions initiales f(x,y,0) = u(x,y) et Ouf (z,y,0) = v(z,y)
sont spécifiées avec u,v € C*(D) et uly, = v|yp = 0, que 'équation d’onde a au plus
une solution f € C*(D x R) avec f|,p,g = 0.

2. Pour n € Ny, on considere la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n
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(a) Montrer que - (z".J,(z)) = 2" J,_1(z) pour n € N.

(b) Montrer que @( “Jn(x)) = =2 "1 (x) pour n € Ny.

(c) Utiliser a) pour montrer que J),(x) + 2.J,(z) = Jy_1(x) pour n € N.
(d) Utiliser b) pour montrer que J; (z) — % J,(7) = —J,41(z) pour n € No.

3. Soit u(x) une solution non triviale, périodique de période 27, de I’équation u”(z) = Au(x)
avec A € C. Montrer que forcément A € R de deux fagons :

(a) directement;

(b) En utilisant le fait que le laplacien est formellement auto-adjoint pour le produit
hermitien

<U1,U2> = / ulﬂgd.??
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lorsqu’on considere des fonctions de C?(R) qui sont périodiques de période 27.



