
MAT3500 Séminaire de Mathématiques Automne 2022

Liste d’exercices V

En lien avec la semaine du 17 octobre

1. Soient m,n ∈ N0 avec m 6= n. On veut montrer que

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0.

(a) Pour k ∈ N0, montrer que
(
(1− x2)P ′k(x)

)′
+ k(k + 1)Pk(x) = 0.

(b) En utilisant l’identité précédente, montrer que(
(1− x2)(P ′mPn − PmP

′
n)
)′

+ (m(m+ 1)− n(n+ 1))PmPn = 0.

(c) Montrer que

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = 0 en intégrant l’identité précédente.

2. Pour n ∈ N0, on veut montrer que

∫ 1

−1
Pn(x)2dx =

2

2n+ 1
.

(a) En utilisant la formule de Rodrigues Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n et en intégrant par

parties n fois dans∫ 1

−1
Pn(x)2dx =

∫ 1

−1
Pn(x)

(
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n

)
dx,

montrer que ∫ 1

−1
Pn(x)2dx =

(−1)n

2nn!

∫ 1

−1
P (n)
n (x)(x2 − 1)ndx,

où P
(n)
n est la n-ième dérivée du polynôme de Legendre Pn.

(b) En utilisant la formule de Rodrigues, montrer que P
(n)
n (x) = (2n)!

2nn!
.

(c) En faisant le changement de variable x = sin θ et en intégrant par parties n fois,
montrer que ∫ 1

0

(1− x2)ndx =

∫ π
2

0

(cos θ)2n+1dθ =
22n(n!)2

(2n+ 1)(2n)!
.

(d) Utiliser les résultats précédents pour conclure que

∫ 1

−1
Pn(x)2dx =

2

2n+ 1
.
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