MAT3560 Géométrie différentielle Automne 2023

Liste d’exercices 11
Semaine du 12 septembre 2023

1. [dC76, § 2-2] : 1,2;

2. On considere 'espace vectoriel complexe C™ muni de son produit hermitien canonique
=T n
(u,v) :=u v pouru,veC"

oll U signifie qu’on prend le conjugué complexe de u et u? dénote la transposée de u.
Une matrice n X n avec entrées complexes U est dite unitaire si elle préserve le produit
hermitien, c’est-a-dire que

Vu,v € C", (Uu,Uv) = (u,v). (1)

. o . S N
(a) Montrer qu'une matrice U est unitaire si et seulement si U U = Id ou Id est la
matrice identité.

(b) En utilisant Iidentité (1), montrer que les valeurs propres d’une matrice unitaire sont
des nombres complexes de norme 1.

(c) Siv # 0 est un vecteur propre de valeur propre A d’une matrice unitraire U et que
(u,v) = 0, alors montrer que (Uu,v). En d’autres termes, montrer que U préserve
le complément orthogonale de v.

d) En procédant par induction sur n, montrer que les matrices unitaires sont diagonali-
g
sables.

3. Soit M une matrice carrée a entrées réelles qui est orthogonale (i.e. c’est une matrice
unitaire vue comme une matrice a entrées complexes).
(a) Si A est une valeur propre de M, montrer que A est aussi une valeur propre.

(b) Si M est une matrice orthogonale 3 par 3 et que sont déterminant est 1, montrer que
M possede un vecteur propre de valeur propre 1.

(c¢) Conclure du résultat précédent que M correspond a une rotation autour de I’axe
engendré par ce vecteur propre.
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