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MAT7213 : Devoir 111

D1 le jeudi 3 décembre 2020

1. Pour d < n, soit R»~¢ C R I'inclusion canonique. Montrez que 1’application de restriction
S(R") 3 u — ulgn—a € S(R"?) s’étend en une application linéaire continue

L(R") — Ly_a(R"™)
pourvu que k > g.

2. Montrez que pour k > 7, 'application S(R") x S(R") > (u,v) = uv € S(R") s’étend en

une application bilinéaire continue L3 (R") x Lz(R™) — Li(R™).

3. Soit (X", ¢) une variété riemannienne fermée de dimension n et A, le laplacien associé.

Pour un certain k > %, soit v € Li(X) une fonction telle que Au = u? + f pour

f € C®(X). Montrez qu’en fait u € C>*(X).

4. Soit X une variété fermée de dimension n > 2. Montrez qu'un opérateur différentiel
P € Diff'(X) ¢ ¥'(X) d’ordre 1 agissant sur les fonctions n’est jamais elliptique.

5. Soit (X, g) une variété riemannienne fermée et orientée. Montrez que les espaces propres
des valeurs propres strictement positives du Laplacien de Hodge A : Q*(X) — Q*(X)
sont tous de dimension paire. Si dim X n’est pas un multiple de 4, montrez aussi que
I’espace des formes harmoniques est aussi de dimension paire.

6. Soit X une variété fermée. Soit R o ¢ — (g4, wy, J;) une famille lisse de structures kih-
lériennes, ou ¢, est la métrique kahlérienne, J; est la structure complexe compatible et
wr = gi(Jy+, ) est la forme symplectique associée. Montrez que la dimension du groupe
de cohomologie de Dolbeault H??(X, J;) ne dépend pas de t. Les faits suivants seront
utiles :

(a) Z dime HP(X, J;) = dime H*(X; C), o H*(X;C) est le groupe de cohomologie

p+a=Fk
singuliere de X de degré k a coefficients dans C;

(b) HP(X, J;) est isomorphe au noyau de l'opérateur A; : QP4(X, J;) — QP4(X, J;), ou
Ay est le laplacien de Hodge associée a la métrique g, et QP9( X, J;) est I'espace des
formes de type (p, q) de la variété complexe (X, J;). En particulier,

OMX) = P X, 7).

p+q=k



