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Résumé

Ce recueil contient les notes du cours «Equations aux dérivées partielles» (MAT7213)
donné a I’Université du Québec a Montréal a ’automne 2020. Celles-ci s’inspirent tres
largement des notes «Introduction to microlocal analysis» de Richard Melrose [Mel].
On y préconise en particulier une approche microlocale pour ’étude des équations aux
dérivées partielles dans des cadres géométriques. Ce recueil se veut accessible pour des
étudiants ayant déja acquis des bases solides en analyse fonctionnelle et en géométrie
différentielle.

Introduction

Les équations aux dérivées partielles apparaissent naturellement en sciences naturelles,
particulierement en physique. Parmi les exemples les plus importants, on compte notam-
ment ’équation des ondes et 1’équation de la chaleur. D'un point de vue pratique, on est
donc naturellement amené a chercher des solutions explicites exactes, ou alors des solutions
approximatives obtenues a I'aide de méthodes numériques. Cependant, d'un point de vue plus
théorique, cette quéte de solutions présuppose qu’on sache qu’une solution existe, ce qui ne
va pas toujours de soi. Méme lorsqu’on a réussi a répondre par 'affirmative a la question de
I'existence d’une solution, d’autres questions de nature théorique s’invitent naturellement :

— La solution est-elle unique ?

— Sinon, combien y a-t-il de solutions ?

— Quelles sont les propriétés de la solution ? Est-elle réguliere 7 Possede-t-elle des symé-
tries ?

Dans ce cours, on privilégiera ce type plus théorique de considérations pour trois grands
types d’équations aux dérivées partielles :

1. Les équations elliptiques, e.g. :
0? 0? 0?
oz? N 03 i o3

(a) Equation de Laplace Au = 0, ot A = — (
R3 .
(b) Equation de Poisson : Au = p;

) est le Laplacien sur



(c) Equation de Monge-Ampere complexe satisfaite par le potentiel de métriques de
Kahler-Einstein ;

(d) Equation de Seiberg-Witten ;

(e) Equation des courbes pseudoholomorphes en topologie symplectique ;

2. Les équations paraboliques, e.g. :

, 0
(a) Equation de la chaleur (ou de la diffusion) sur R : U= —Au;
(b) Flot de Ricci;

(c) Flot de la courbure moyenne;

(d) Flot de Yamabe;

3. Equations hyperboliques, e.g. :
2
(a) Equation des ondes sur R? : —u = —Au;

o2
(b) Equation de Schrédinger en mécanique quantique ;
(¢) Equation d’Einstein en théorie de la relativité générale.

On ne pourra certainement pas étudier en détail toutes ces équations. En fait, 'emphase
sera mise sur les équations elliptiques linéaires, mais on parlera aussi de I’équation de la cha-
leur. Il faudra auparavant s’initier a ’analyse microlocale, un sujet qui généralise en quelque
sorte 'analyse de Fourier a des espaces courbes n’ayant pas nécessairement de symétries.

Afin de donner un avant-gotit des méthodes que nous utiliserons, considérons 1’'équation
elliptique linéaire

Au+u=f (0.1)
sur R? ot f € C°(R?) est une fonction lisse & support compact, le support supp(¢) d’une
fonction ¢ : R™ — C étant par définition la fermeture du sous-ensemble {z € R™ | ¢(x) # 0}
dans R™. Pour résoudre cette équation, on peut prendre la transformée de Fourier de u,

il§) = Fl)(©) = [ e utwyn 0.2

oun x = (r1,%2,73), & = (£1,£2,&3), dv = dridradrs et © - € == 118 + 12&s + x3€3. Pour u
solution de I’équation, on a alors

~

F(€) = F(Au+u)(€) = (|67 + 1)a(s), (0.3)

ol |2 = & + & + &2 et dans la deuxieme égalité, on a supposé qu'il était possible d’intégrer
par parties, de sorte qu’on ait bien

FAu)(€) = / e Au(z)di = / (Ae™)u(x)d = [¢? / u(x)dr = |E2a(6). (0.4)

R3 R3 R3

A partir de (0.3), on peut alors facilement déterminer la solution u,

u(§) f(§) — u(x) :]:_1< f(§) )(x), (0.5)

e 1+ [
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ot F~1 dénote 'inverse de la transformée de Fourier. Dans ce cadre, 'opérateur

F(f)(f))

1
f=7 (1+|£|2

peut donc étre vu comme l'inverse de 'opérateur A + 1.

Dans cet exemple, d’importantes simplifications découlent du fait que les coefficients de-
vant les dérivées partielles apparaissant dans A = e & 88—; sont constants. L’objectif
du cours sera de généraliser cette approche afin qu’elle fonc%ionné aussi pour des opérateurs
elliptiques dont les coefficients devant les dérivées partielles sont variables. Une telle géné-
ralisation permettra entre autres d’étudier les opérateurs elliptiques sur des espaces courbes
comme le laplacien associé a une métrique riemannienne. Pour y arriver, mais aussi pour cla-
rifier les zones d’ombre de ’exemple précédent, nous devrons dans un premier temps définir
de fagon rigoureuse la transformée de Fourier et décrire de quelle maniere exactement celle-
ci est inversible, ce qui est le sujet du Chapitre 1. Cela permet au Chapitre 2 d’introduire
les opérateurs pseudifférentiels sur R™, un concept fournissant le cadre général pour décrire
I'inverse d’opérateurs tels que A + 1. Au Chapitre 3, on adapte cette notion au cadre des
variétés lisses fermées, ce qui permet dériver quelques applications importantes. Enfin, au

Chapitre 4, on étudie I’équation de la chaleur en utilisant ’approche microlocale de Melrose
[Mel93, § 7].
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1 Distributions tempérées et transformée de Fourier

Sur R™, on dénotera les coordonnées canoniques par i, o,...,x,, et on utilisera les
notations
o . 2
ri=(x1,...,2,) et |x|:=/z3+ -+ 22,
ainsi que
% =xfag? - cahm pour o = (o, g, . .., ) € Ny un multi-indice,

ou Ny = NU {0} et N est I'ensemble des entiers strictement positifs. Il sera commode aussi
d’utiliser les notations suivantes pour les dérivées partielles :

10
D;,:=—-—— D*¥=D"...Do".
J 7 03@’ ! "

A titre d’exemple, dans cette notation, le laplacien sur R™ s’écrit
n
_ 2
A=) D
j=1

1.1 Espace de Schwartz

Pour pouvoir définir rigoureusement la transformée de Fourier et son inverse, il faut au
préalable introduire 1’espace de fonctions sur lequel elle sera définie.

Définition 1.1. L’espace de Schwartz S(R") est constitué des fonctions lisses ¢ : R* — C

telles que
sup [z*DPp(z)| < 00, Va,B € NI (1.1)

TzeR™
Ce sont les fonctions lisses qui, avec toutes leurs dérivées, décroissent plus rapidement que

# pour tout n € N lorsque |z| — oc.

Exemple 1.2. L’espace des fonctions lisses a support compact, C>°(R"), est contenu dans
S(R™).

Exemple 1.3. La fonction gaussienne e~1"1* est contenue dans S(R™), mais n’est pas a
support compact, donc U'inclusion C°(R") C S(R") est stricte.

Pour k£ € Ny, on peut définir une norme sur S(R™) par

— anp
folh i~ mx (s D%, 12
ou |a| :==a; + -+ a, pour @ = (ay, ..., q,) € Ny un multi-indice. On vérifie aisément que
|| - || satisfait bien aux trois propriétés d’une norme, a savoir que
[¢lls = 0¥6 € SRY), [|¢]lk =0 = ¢ =0; (1.3)
[tolle = [tllloll V¢ € S(R"), vt € C; :
[0+ ®lle < l@lle +1[¢llx Vo9 € SR™). (1.5)



Mises ensemble, ces normes définissent une topologie sur l'espace de Schwartz S(R™) dans
laquelle un sous-ensemble U C S(R™) est ouvert si et seulement si pour tout ¢ € U, il existe
k € Ny et 0 > 0 tels que

[ —dllx < = v el.

Remarque 1.4. Pour k£ < ¢, la norme || - ||, est plus fine que la norme || - ||z au sens ou
|olx < ||¢]le pour tout ¢ € S(R™).

Exercice 1.5. Montrer que muni de la topologie induite par les normes || - ||x, 'espace de
Schwartz S(R™) est en fait un espace métrique avec distance donnée par

L o=l )
d(¢,v) = < . 1.6
0= 25 (T ool o
Il sera sans doute utile d’établir au préalable I'inégalité

lutoll ] o]
Lt flutoff = T4 flull 1+ flo]

pour || - || une norme sur un espace vectoriel.

Proposition 1.6. L’espace des fonctions lisses a support compact C°(R™) est dense dans

S(R).

Démonstration. Soit p € C:°(R™) une fonction telle que p = 1 pour || < 1 et p = 0 pour
|z| > 2. Posons pg(z) = p (%) pour R > 0. Alors Vk € N et V¢ € S(R"), on a que

A {|pry — | = 0, (1.7)
—00

z
R

autrement dit pry) € C°(R™) est aussi pres de 1 que 'on veut en prenant R assez grand. En
effet, pour £ = 0, on a que

oty — o = [|(pr — )llo = sup |(pr — )0 < sup (1 + C)[4],

|z|>R lz|=R

ou C' = sup |p|. Comme [¢(x)| — 0 lorsque |z| — oo, on a donc que I'équation (1.7) est
vérifiée pour k = 0. Pour k£ > 1, on peut procéder similairement en tenant compte du fait
que la fonction D$pr = ﬁDgp (E) est bornée par une constante indépendante de R > 1,
donc que

lprY) — Yl < sup  Cy <sup |an5¢|)

loe|+[8]<k |z|>R
pour une constante C, > 0 dépendant de k, mais pas de R. Comme 2Dy € S(R"), on a

donc que
lim sup |[#*D¢| =0,

d’ou on en déduit (1.7) pour k > 1.



Remarque 1.7. L’application
R: R —» R"

T T
V142

induit un difféomorphisme entre R™ et l'intérieur de la boule
B" ={z e R"||z| < 1}.

Sous ce difféomorphisme, on peut montrer que 'espace de Schwartz S(R™) est envoyé sur les
fonctions lisses de B™ qui, avec toutes leurs dérivées partielles, s’annulent sur le bord OB™ de
B". On a donc une injection R, : S(R™) — C>°(B"). Sous cette injection, on peut montrer
que la topologie de S(R™) est celle induite par la topologie C* de C*(B"), c’est-a-dire la
topologie de C*(B") donnée par les normes

[¢]lc = sup [D%¢|, ¢ € C*(B"), k€ No.

lo| <k

Essentiellement par définition de la topologie de S(R™), on a les applications continues
suivantes :

Do: SRY - S®Y . xv: SR - S(RY)

¢ s D% & 29 pour « € Nj. (1.8)

On a aussi une application continue

S(RY) x S(R™) — S(R™™)
(¥, ®) = YN

Si 7, : R¥ — R™ dénote 'inclusion canonique pour k < n, alors

ou YMP(z,y) =v(x)o(y), zeR", yeR™ (19)

i S(R™) = S(RY) avec w1 f(y) = f(ys,-.., Uk, 0,...,0) (1.10)
est une application continue. Comme 7} (f X p) = f pour p € S(R"*) avec p(0) = 1, cette

application est aussi surjective.

1.2 Distributions tempérées

Considérons I'application bilinéaire continue

S(R™) x S(R") — C

ou drxr=dx;...dz,. 1.11
(4:9) > fo V@0 1 —
L’application est bien continue, car sup |(1 + |2[*)"| < (n + 1)"||1)||2n, d’olt
z€R™

[ vl < et v lellole ([ o )

dx
=C, " , C,= )" —_—
[%][2n [l Bllo (n+1) /]R” (1+ [z[2)"

(1.12)
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En fixant ¢ € S(R™), on peut donc définir une application linéaire continue
Ty : SR") = C, To() = | o(x)p(x)de, (1.13)
Rn

la continuité découlant du fait que

To()] < (Culldllo) [[#]|2n-

Définition 1.8. L’espace des distributions tempérées S'(R") est le dual de l'espace de
Schwartz S(R™), c’est-a-dire que S’(R") est I'espace des fonctionnelles continues linéaires

u:S(R") — C, 3Tk € Ny, Cy > 0tels que |u(v)| < Crll]|x Vb € S(R™).

Lemme 1.9. L’application S(R™) 3 ¢ — Ty € S'(R") est injective.

Démonstration. Par continuité de ¢ € S(R™), on a que

Il
o

1,0) = [ JoPdz=0 < o

donc Ty = 0 <= ¢ = 0. O

En fait, si u : R" — C est une fonction continue bornée, alors le méme argument montre
que

1) = [ al)s, v eS®) (119

définit une distribution tempérée. A nouveau, celle-ci sera nulle si et seulement si u = 0.
En effet, si u = 0, alors clairement T,, = 0. D’autre part, si u n’est pas nulle, alors il existe
y € R” tel que u(y) # 0. Soit p € C(R™) un fonction a valeurs réelles telle que p(0) > 0,
Jgn pdz =1 et p(x) = 0 pour |z| > 1. Posons p(x) := @. Puisque f + [4. pefdz donne
une moyenne de f dans la boule de rayon € centrée en y par rapport a la mesure p.dx, on a
par continuité de u que

Tu(pe) #0

pour € > 0 assez petit, ce qui montre que la distribution tempérée T, ne peut-étre nulle dans
ce cas.

Remarque 1.10. Plus généralement, on définit 'espace des distributions C~*°(R") comme
étant I'espace des fonctionnelles linéaires u : C2°(R™) — C telles que pour tout sous-ensemble
compact K C R", il existe k € N et une constante Cx;, > 0 tels que

(@) < Crx sup sup [2°¢| V¢ € CZ(R")  supp¢ C K.

|la<k| zeK

L’inclusion C°(R™) € S(R™) correspond donc dualement a l'inclusion &'(R™) € C~*°(R™).



La topologie qu’on considerera sur S(R") est la topologie faible, a savoir la topologie
la moins fine (celle ayant le moins d’ensembles ouverts) rendant les applications linéaires

S'(R") > ur u(g) e C
continues pour toute fonction ¢ € S(R™). La topologie est donc induite par les semi-normes
S'(R") > urs |u(g) €R
pour ¢ € S(R™). Les ensembles de la forme
{ueS'(R") | u(¢;)| <, ¢ €D}

constituent une base de voisinages de 0 € §’'(R™), ou ® C S(R™) est un sous-ensemble fini
et les €; sont des nombres strictement positifs.

Exercice 1.11. [Mel, Probleme 1.8] Montrer que I'injection S(R") < S’(R") du Lemme 1.9
est continue et que son image dans S'(R") est dense.

Exemple 1.12. La distribution de Dirac

d: S(R*) — C
¢ = ¢(0)

est une distribution tempérée, puisque |6(¢)| < ||¢[|o pour toute fonction ¢ € S(R").

La distribution de Dirac est aussi une mesure. Cependant, en tant que distribution, ses
dérivées sont aussi bien définies en tant que distributions tempérées, bien qu’elles ne soient
pas elles-mémes des mesures. En effet, pour ¢ € S(R™), on a en intégrant par parties que

To,o(6) = |

Cela suggere donc de définir la dérivée partielle D;u € S'(R™) d’'une distribution tempérée
u € S'(R™) par

n

(Dj¢)dr = — . ¢Djbdr = Ty(—Dj).

Dju(y) = u(=Djy), ¢ < S(R").
De méme, on peut définir z;u € §’'(R") par
zju(y) = u(z;y), ¢ e SRM).
Ce sont les prolongements par continuité des applications
D;:S(R") = S(R") et z;:SR") = S(R")

a S'(R™). Maintenant, si u : R™ — C est une fonction continue et bornée, on peut par (1.14)
la voir comme une distribution tempérée, de sorte que z*DPu € S'(R") est défini au sens
des distributions. La réciproque est le théoreme de représentation de Schwartz.



Théoreme 1.13. Pour tout u € S'(R"™), il existe une collection finie uas : R — C de
fonctions continues bornées avec |a| + || < k de sorte que :

u = Z ¥ DPugg.
lof+(8|<k

Démonstration. Voir [Mel, Probleme 1.15]. O

Pour K € §'(R™ x R") une distribution tempérée, on peut définir une application linéaire
continue O : S(R") — S'(R™) donnée par

Ok(¢)(¢) = K(¢®v).

La réciproque est le théoreme du noyau de Schwartz.

Théoréme 1.14. [l y a une bijection entre S'(R™xR™) et les applications linéaires continues
A:SR") — S'(R™) donnée par

S'(R"™™) 5 K v Og.

Démonstration. Voir le probleme 1.16 dans [Mel] ou [Hor90]. O
Exemple 1.15. L’identité Id : S(R") — S(R™) correspond a la distribution dg € S'(R"xR")
donnée par :

do (V) = Y(z,r)dz, = €R", ) SR™).

RTL
En effet,
Os, (V) (9) = 00(¢p K Y)dr = Ty(e),

c’est-a-dire que Os, (v) = Ty

Exemple 1.16. L’opérateur 2D? : S(R") — S(R") correspond a la distribution tempérée
DBy (z, "), 2, 2" € R", car

O aptse (V)(0) = (2°D7do) (9(2)0 () = DJos(x"d(x)v(a"))

= 0o (=) (DJz*¢(x)) (")) = (—1)5'/ (D% ¢ () (x)dw
g (1.15)
= . o(x)2*DPp(x)dx, en intégrant par parties,

- maDBw(¢>‘
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L’une des équations aux dérivées partielles les plus simples qu’on puisse considérer est
sans doute

Dju=0 pourue S'(R"), (1.16)

ou la dérivée est prise au sens des distributions. L’opération opposée est d’intégrer en x;,

soit 'opération I; : S(R™) — S(R"') définie par

]j¢(y17"‘7yn—1):/¢(y1""7yj—17t7yj7"'7yn—1)dt'
R

Soit aussi 7; : R — R"! la projection donnée par m;(z) = (z1,...,%j_1, %11, .., T,). Pour

v € S'(R™1), on pose alors wiv(¢) := v(I;¢) pour ¢ € S(R™), de sorte que 7jv € S'(R™).

Lemme 1.17. Une distribution tempérée u € S’'(R") est telle que Dju = 0 si et seulement
st u = miv pour une certaine distribution v € S'(R"™1).

Démonstration. <=) Si 1 € S(R") est telle que ¢ = D;¢ pour ¢ € S(R™), alors
L;(y) = 1;(D;¢) = 0

par le théoreme fondamental du calcul, puisque que ¢ décroit a l'infini. Maintenant, si u =
m;v, alors pour ¢ € S(R™), on a que

Dju(¢) = u(=D;¢) = mjv(=D;¢) = —v(l;(D;9)) = —v(0) =0,

ce qui montre que D;u = 0 au sens des distributions.
—) On suppose maintenant que D;u = 0. Soit p € S(R) une fonction telle que [, pdz = 1.
Pour ¢ € S(R"), on a alors que

¢ = p(x;) ;¢ + Dy

pour une certaine fonction ¢ € S(R™). En effet, ( = ¢ — p(x;)L;¢ est telle que I;(¢) = 0,
donc on peut prendre

1/)(1‘) :/ C(Ih...,l'j_l,t,xj+1,...,$n)dt.
Comme Dj;u = 0, on a donc que u(¢) = u(p(z;)I;¢). En définissant v € §'(R"!) par

v(Y) = ulp(z;)V(x, ..., Tjo1, Tjg1, - -+, Tn)),

on a donc que
mv(¢) = v(L;p) = u(p(x;)1;(¢)) = u(9),

donc que u = T;v. H
Corollaire 1.18. Une distribution tempérée u € S'(R™) est telle que
Du := (Dyu,...,Dyu) =0

si et seulement si u correspond a une fonction constante.

11



Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent n fois. O]

Lemme 1.19. Soit u € S'(R") une distribution tempérée telle que xju = 0 pour tout
je{l,...,n}. Alors u = c¢d pour c € C une constante, ot 0 est la distribution de Dirac.

Démonstration. Soit p € C2°(R™) une fonction a valeurs positives telle que p = 1 pour |z| < 1
et p =0 pour |z| > 1. Montrons d’abord que toute fonction ¢ € S(R™) est de la forme

d(z) = ¢(0)p(x) + ijwj (z) avec ), € S(R™). (1.17)

Rappelons d’abord que par la formule de Taylor, on a ¢(z) = ¢(0) + > x;(;(z) pour (; €
C>(R™). En effet, on calcule que

o) = 0(0) + [ ()i / Z e ()
L oo

o 0z;

(1.18)

0) + ijgj avec (; = [ ——(tz)dt.
J

On a donc que p(x)o(z) = p(x)p(0) + ij((’jp) avec (jp € C*(R™) C S(R"). Pour la
J
fonction (1 — p)¢, on a d’autre part que

(o) = LD ¢ ny —s (1 ) = ol = S nasd(a) € S@®)

|z[?
On a donc bien que

¢ =po+(1—p)dp=pp(0) + > wjy; avec; = pl; + ;¢ € S(R™).

Grace a cette propriété, on voit donc que pour u € §'(R™) comme dans 1’énoncé, on a que
u(e) = ) + Z zjihy) = ) + Z u(z;j1h;)

(1.19)
) + ij u(v;) = u(p)$(0).

Comme ¢ € S(R"™) était quelconque, on voit donc que u = ¢d avec ¢ = u(p). O

1.3 Transformée de Fourier
Voici notre convention pour la définition de la transformée de Fourier.

Définition 1.20. La transformée de Fourier d’une fonction ¢ € S(R™) est donnée par

F(0)() = d(6) = / e Eo(x)dz, €€ R,

12



Proposition 1.21. La transformée de Fourier induit une application linéaire continue

F: S(R") — S(RY).

Démonstration. Remarquons d’abord que

[F(9) ()] < . \cb(fv)ldw:/ (L+ [2[*) 7" + [2]*)" |l de

n

(1.20)
dz "
< (/Rn W) (n +1)"(|¢[|2n,
ce qui montre que F(¢) est une fonction bornée. Remarquons aussi que
DF@N) = [ Dee=Sola)dn = [ e (may)oarde = ~Fla0)(€)
) — g — o —iz-€

fjf((b)(f) e §;e ¢(z)dx - D:vje ¢(z)dx (1.21)
:/ e‘iz'gDIjgb(x)dx, en intégrant par parties,
= F(D;0)(€).

Par récurrence, on a donc plus généralement que £*DPF(¢)(€) = (—1)PIF(DY2P¢)(€), d'on
I’on déduit comme pour ¢ que

e FoO < ([ G

- n a,.B
1+ ’x‘2>n) (n+1)"[|D*2"¢||2n, (1.22)

c’est-a-dire que la fonction £€*DPF(¢) est bornée. Comme « et 3 était des multi-indices
quelconques, cela montre que F(¢) € S(R™). Par I'inégalité (1.22), on en déduit que pour
tout k € Ny, il existe une constante C} > 0 telle que

IF (D) < Crll@llznts,

ce qui montre que F : S(R™) — S(R") est bien une application linéaire continue.

Dans la preuve précédente, nous avons notamment établi les formules suivantes :
F(D;¢) = §F (o) et Fl(x;0) = —D;F(9). (1.23)

Théoreme 1.22. La transformée de Fourier F : S(R™) — S(R™) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels topologiques avec inverse F ' : S(R") — S(R") donné par

1

F0)w) = oy [ e otpte

13



Démonstration. Comme pour la transformée de Fourier, on peut vérifier que F~1 est bien
une application linéaire continue. La composée

FloF:S(R") - S(R") C S'(R")

est donc une application linéaire continue. Par le théoreme du noyau de Schwartz, cette
application possede un noyau K € S’'(R" x R"). En fait, K est donné explicitement par

(2m)n /n /n/n e oy, x)dxdédy, ¢ € SRy x RY).
En effet, pour ¢, € S(R"), on a que

ety
Frorue) = [ o [ G [ e u@dndsdy = Kloli) = Ko RY)

ce qui montre que K est bien le noyau de Schwartz de I'opérateur F~! o F. D’autre part, en
intégrant par parties, on voit que pour j € {1,...,n},

(Drj + Dyj>K(y7 I) =0,
(yj — ;) K(y,z) = 0.

Par le Lemme 1.17, la premiére équation implique que K(y,x) = K(y — x) en utilisant

les coordonnées (%, ¥5%). Par le Lemme 1.19, on a alors que K = cd(y — =) pour une

certaine constante c¢. Comme §(y — x) est le noyau de Schwartz de 'identité, on a donc que
F~1oF = clId pour une certaine constante ¢ € C. Reste & montrer que ¢ = 1. Il suffit pour

ce faire d’appliquer le résultat de 'exercice supplémetaire 4 du Chapitre 1, a savoir

(1.24)

le[2

FleTl*y = e~ 73, (1.25)
En effet, ce résultat nous permet de vérifier que
Flo ]:(e_|"”‘2) = f_1<€_¥ﬂ'%) = m / eir'ée_gdé*
(2m)" Jgn
T2 - d
= — 2= dp - en posant n = é, dn = —5, (1.26)
W% _ 1222 —|=|?
—_ — e 4 2 — ,
7TTL
ce qui montre que la constante ¢ doit bien étre égale a 1. O

Pour étendre la transformée de Fourier aux distributions tempérées, il est utile dans un
premier temps d’introduire un produit scalaire L? sur I'espace de Schwartz.

Définition 1.23. Le produit scalaire L? de deux fonctions 1, ¢ € S(R") est défini par

W) = [ D)otz

14



Pour déterminer 1’adjoint de la transformée de Fourier par rapport a ce produit scalaire
L?, on calcule que

O F W) = [ o@F @Ok = [ o) [ erulopduds
= |, oO bla)dede = | ( / ) e%(f)df) V() (1.27)

R2n

= [ nyF e = (a) F ) b

ce qui montre que l'adjoint de F est donné par F* = (27)"F 1.

Définition 1.24. On étend la définition de la transformée de Fourier aux distributions
tempérées
F:S'R") — S'(R")

en posant

F(u)(9) = u(F*(¢)) = u((2r)"F~1())
pour u € S'(R") et ¢ € S(R™). Autrement dit, on a que

F(u)(¢) = u((2m)"F~1(9)).

Outre I'espace de Schwartz, il y a aussi ’espace des fonctions de carré intégrable qui se
comporte particulierement bien lorsqu’on applique la transformée de Fourier.

Définition 1.25. L’espace des fonctions de carré intégrable sur R” est donné par
L*(R") = {f : R — C | f est mesurable et |f(z)]Pdz < 00}/ ~,
Rn

ol ~ est la relation d’équivalence f ~ g <= f = g presque partout.

L’espace L*(R™) est un espace d’Hilbert avec produit scalaire

(. g = / f(2)g(@)de

et norme
1fllz2 = v/ {f: 9)re-

En particulier, L?(R™) est donc un espace vectoriel topologique complet et || f]|z2 = 0 si et
seulement si f = 0 dans L?(R"), c’est-a-dire si et seulement si f ~ 0.

Proposition 1.26. L’espace des fonctions lisses a support compact C°(R™) (et donc a for-
tiori 'espace de Schwartz S(R™)) est dense dans L*(R™) pour la topologie induite par la
norme || - || z2-

15



Démonstration. Soit f € L*(R™) et soit x g la fonction caractéristique de la boule fermée de
rayon R centrée a l’origine :

(z) = 1, |z[ <R,
XRWE) = 0, autrement.

Alors on a que
Ixaf - 2= |

Comme f es de carré intégrable, le terme de droite tend vers zéro lorsque R — oo, donc f
est approximée par une fonction yrf € L?(R") & support compact. Sans perte de généralité,
on peut donc supposer que f € L?(R") est & support compact. Soit maintenant p € C°(R")
une fonction a valeurs positives telle que fR” pdx = 1. Pour € > 0, considérons la fonction

(xx — D2|f|2dz = / P

lz|>R

n

1 =z

pe(@) = Zp(2).

€

On peut alors considérer le produit de convolution

por fa) = [ e = vty

Comme on suppose que f est a support compact, il en sera de méme de p. * f. Pour conclure
la démonstration, il suffit alors de montrer que ce produit de convolution est lisse, ¢’est-a-dire
que pe x f € C°(R™), et que

[|pe * fll2 =0

lorsque € N\, 0. On réfere a [Bre05] pour cette partie. ]

Une fonction f € L*(R™) peut aussi étre vue comme une distribution tempérée :
fW) =Ty@) = | fla)p(z)dz powr o € SR") C L*(R").
Rn

Cette application L?(R") — S'(R") est en fait injective. En effet, soit f € L?(R") telle que
| fll2 # 0. Par la Proposition 1.26, il existe une fonction ¢ € S(R™) telle que

/1]
2 Y

o = fllrz <
de sorte que

F(D) = [(f. bzl = [{f,0 = fF+ O = N flIe = [(fod = fre

> 1 fI132 — | fliz2ll¢ — fllz2, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (1.28)
12
= el — 16— fll) = 1022 5

En tant que distribution tempérée, f n’est donc pas nulle. Par le Lemme 1.9, on a donc une
suite d’'injections

S(R™) — L*(R") — S'(R™). (1.29)
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Proposition 1.27. La transformée de Fourier s’étend par continuité en un isomorphisme
F: L*(R") — L*(R")
tel que || F(u)||z2 = (2m) % [|ul| 2.
Démonstration. Pour ¢ € S(R™), on a bien que
IF (D72 = (F(6), F()) 12 = (F* 0 F(¢), $)12 = (2m)"(F " 0 F(9), d)r2 = (2m)" |6 7-.
Comme S(R") est dense dans L?(R"), on en conclut que la transformée de Fourier
F: L*(R") — L*(R")

est bien définie avec
[F(u)l72 = 2m)"ullf: ¥V ue L*(R").

1.4 Les opérateurs différentiels et la transformée de Fourier

Le calcul heuristique non-rigoureux «F(0) = / e 5 dr = e % = 1» suggere que la

n

transformée de Fourier F(J) de la distribution de Dirac devrait étre la fonction constante
égale a 1 partout. C’est effectivement le cas, puisque

Comme F(D%p) = £*F(¢), on a donc que
F(D%) =¢* VaeNlNg.

C’est une manifestation du principe général suivant : La transformée de Fourier transforme
les singularités en des manques de décroissance a l'infini et vice-versa.

Définition 1.28. Le support d’une distribution tempérée v € S'(R"), dénoté supp(u), est
I’ensemble des points de R™ n’admettant aucun voisinage ouvert U dans lequel u se restreint
a zéro, c’est-a-dire tel que

u(p) =0 Vo e C(R™) avec supp(¢) C U.

Exemple 1.29. Le support de la distribution de Dirac est supp(d) = {0}.

Proposition 1.30. Si u € S'(R") est une distribution tempérée telle que supp(u) C {0},

alors u = Z ca D0 pour T C Nij un sous-ensemble fini.
acl
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Démonstration. Soit p € C2°(R™) une fonction a valeurs positives telle que p = 1 pour |z| < 1
x

et p =0 pour |z > 2. Posons p.(z) = p (£). Alors D?p.(x) = 45(D*p) (%) a son support
contenu dans la région ou |x| < 2e. Ainsi, pour ¢ € S(R") et « € Ny, |a| = k + 1, on a que

11 = p)ap — a4k = || pex®ibllx < Crelle]ls

pour une constante C}, indépendante de € et . Soit maintenant u € S'(R™) une distribution
tempérée dont le support est contenu dans {0}. Alors il existe k& € Ny et une constante C' > 0
tels que

[u(@)| < Cligll Ve SR,
En particulier, pour a € Njj avec |a| = k + 1, on a par la discussion précédente que
u(z®@)| < u(l = pe)zd)| + [u(per”@)|

= |u(pez®)|, car u((1 — pc)r“¢) = 0, puisque suppu C {0}, (1.30)
< Cllpea®dllx < eCCrl|@llx — 0 lorsque €\, 0.

Il faut donc que u(z®¢) = 0 pour toute fonction ¢ € S(R"™), c’est-a-dire que 2*u = 0 pour

tout o € N avec |a| = k+ 1. En utilisant le théoreme de Taylor avec reste de Laplace, on a
donc pour ¢ € S(R™) que

\a| a
o(z) = Z = ¢ > 2%, Y €CT(RY),

| <k o] =k+1

ou al :=ay! - a,! pour a = (ay,...,qa,). En utilisant cette formule, on calcule donc que

jlal pa
u(@)=u | 3 T 0p ) 4 S u@m) +u(o(1 - p)

|| <k ’ la|=k+1 (1‘31)

11 D¢(0)

l «

= g Tu(m ).
<k '
@ (_Z)la‘ fel
On a donc que u = E co D0 avec ¢, = ' u(z®p). O
al

o<k
Corollaire 1.31. La transformée de Fourier induit une bijection entre [’espace
{ue S'(R") | supp(u) C {0}}

des distributions a support contenu dans {0} et Uespace C[¢] = C[&y,...,&,] des polynomes
en £ € R".

Cette observation est utile pour ’étude des opérateurs différentiels. Soit

= Z CoD”

| <k
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un opérateur différentiel ayant des coefficients ¢, constants. Cet opérateur définit alors une
application linéaire continue

P(D) : S(R") — S(R™).

En termes de la transformée de Fourier, on a d’autre part que

La composée F o P(D) o F~! est donc simplement la multiplication par le polynome P(&).
En d’autres termes

- 1

P(D)o(x) = F(PEO@O)e) = s [ ¢ P(E)olu)dude,

c’est-a~dire que le noyau de Schwartz de 'opérateur P(D) est donné par l'intégrale itérée

1

Kri ) = o [, e PG vy

pour ¢ € S(RY x RZ) Au sens des distributions, on a donc que

Kpy = F(PE) (@ —y) = (P(D))(x —y) = Y caD*(x —y) = P(D)do,  (1.32)

la|<k

ce qui est en accord avec I'Exemple 1.16. Le noyau de Schwartz de P(D) est donc une somme
de dérivées de la distribution é(y — z) = 09, c’est-a-dire du noyau de Schwartz de 'opérateur
identité. Son support est en particulier contenu dans la diagonale

D ={(z,z) eR"xR" |z € R"}
de R™ x R™. Cette propriété est en accord avec le fait que P(D) est un opérateur local :
(P(D)p)lu =0 si ¢ e SR")est telle que ¢l =0
pour U C R™ un ouvert.

Exemple 1.32. Considérons l'opérateur 1 + A = (1+ > " | D?). Alors Fo (1 +A)o F !
correspond & la multiplication par (1 + [£]?). De ce point de vue, l'inverse (1 + A)~! de
cet opérateur est bien défini et correspond & la multiplication par (1 + |£]?)~!. Le noyau de
Schwartz correspondant & (1 + A)~! est donc au sens des distributions

Kayay(z—y) =F L+ €)@ —y).
C’est la solution fondamentale de I'opérateur (1 + A) au sens ou

(1 + A)K(A_H)fl = (5(1‘ — y)
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On peut faire le méme type d’argument avec le Laplacien A = Z?Zl DJQ-. Dans ce cas,
F o Ao F~! correspond & la multiplication par [£]2. Pour n > 2, linverse, a savoir la
multiplication par |£|72, a un sens en tant que distribution tempérée. Sa transformée de
Fourier inverse est donc bien définie, ce qui donne le noyau de Schwartz

Ka-1(z —y) = F (|l 7)(x —y).
A nouveau, c’est la solution fondamentale du Laplacien, a savoir telle que
AKpa-1(z —y) =d(z —v). (1.33)
Cette solution, aussi appelée fonction de Green, est bien connue.
Exercice 1.33. A partir de I'équation (1.33), montrer par un calcul direct que pour n > 2,

e —y*"

Ka-1 =
A cn(n—2)

au sens des distributions, ou ¢, est le volume de la sphere unité de dimension n — 1. Pour
n = 2, montrer que la solution fondamentale (ou fonction de Green) est plutdt donnée par

1
Kpa-1 = 2—log|x —yl.
m

Dans cet exemple, remarquons que, méme si le noyau de Schwartz KA du Laplacien est
supporté sur la diagonale, il n’en est rien pour le noyau de Schwartz Ka-1. L’opérateur cor-
respondant n’est donc pas local. Toutefois, en dehors de la diagonale, la distribution Ka-1
est lisse. Dans le prochain chapitre, ’objectif sera d’introduire les opérateurs pseudodifféren-
tiels, une classe d’opérateurs contenant les opérateurs différentiels, mais aussi des opérateurs
comme AL

1.5 Exercices supplémentaires

1. Montrer que la fonction u(z) = €® cos(e®) est une distribution tempérée.

2. Montrer qu'une suite {¢,} dans S(R") est de Cauchy, respectivement converge vers
¢, par rapport a la métrique d de (1.6) si et seulement si {¢,, } est de Cauchy, respec-
tivement converge vers ¢, par rapport a chaque norme || - ||x.

3. En utilisant le probleme précédent, montrer que l'espace métrique (S(R"), d) est com-
plet, c’est-a-dire que chaque suite de Cauchy converge.

4. Calculer la transformée de Fourier de e € S(R"). En dimension 1, une maniére
de procéder est d’utiliser I'identité

. 2 i
/e@e“‘"de = ei/e(”25)2da:
R

et d’appliquer le théoreéme des résidus a un contour judicieusement choisi dans le plan
complexe.

5. Montrer que les définitions du support pour S(R") et S’(R™) sont compatibles avec
I'inclusion S(R™) C S'(R™).
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2 Opérateurs pseudodifférentiels sur R"

Avant d’introduire les opérateurs pseudodifférentiels proprement dit, on doit dans un
premier temps élargir I'espace des polynomes C[¢] en un espace de fonctions qu’on appellera
symboles.

2.1 L’espace des symboles

L’Exemple 1.32 suggere que l'espace des symboles devrait inclure des fonctions comme
(1+]£]?)~*. Si on veut pouvoir inclure des opérateurs différentiels a coefficients non-constants,
il faut aussi permettre une dépendance en x, pas seulement en . Enfin, tout comme pour
les polynomes, il est souhaitable que les symboles aient une notion d’ordre qui les filtre. La
définition suivante répond a toutes ces exigences.

Définition 2.1. Soit © un ouvert de RP. L’espace S7(2; R"™) des symboles d’ordre m € R
est constitué des fonctions a € C*(§2 x R") satisfaisant, pour tout a, f € Njj, a I'estimation

1D2Dfa(w,&)| < Cap(L+ €)™, V(z,8) € Qx R™, (2.1)
pour une constante C, g dépendant de a, 8 et a.

Exemple 2.2. Si P(§) = > 5., cs€P est un polynome d’ordre m, alors P € S™(;R"™).
Plus généralement, P demeure dans cette classe si les coefficients cs sont remplacés par des
fonctions fz € C*(£2) qui sont bornées, ainsi que toutes leurs dérivées.

Les estimations (2.1) peuvent étre reformulées en termes de normes :

Nm i=supsup max (1+ |§|)_m+|ﬂ||Dnga(x,§)| < 00. (2.2)

lal
zeQ £eRn |al+|BISN

Muni de ces normes, 87 (€2;R™) est un espace de Fréchet et sa topologie est induite par la
métrique

1 ||a'_b||Nm
d(a.b) = E — ’ b T R™).
@) N>02N1""||a_b||N,m7 0b € SR

Remarquons qu’il y a un inclusion naturelle S7(€2; R") < S7 (€2;R™) pour m/ > m, puisque

gélRa (((111—]‘55\’)):') <oo < m >m. (2.3)

On vérifie aisément a I’aide de l'estimation (2.3) que cette inclusion est continue. On pose
donc :
STURY) = JSHURY), SR =) Sm(%RY). (2.4)

Proposition 2.3. L’espace S °(2;R™) est dense dans ST (€2;R™) lorsqu’on utilise la topo-
logie induite par ST (Q; R™) pour m' > m.
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Démonstration. Soit ¢ € C°(R™) une fonction prenant ses valeurs dans l'intervalle [0, 1] telle
que ¢ = 1 pour [£] < 1 et ¢ = 0 pour || > 2. Pour k£ € N, posons ¢(§) = <p(%) Pour
a € ST(Q;R™), on peut alors considérer la suite de fonctions

ar(z, &) = er(&a(z,§), keN

Clairement, on a que a; € S_°(€2; R™). Il suffit donc de montrer que a; — a dans la topologie
de 8™ (Q; R™). Comme aj, — a = (o — 1)a a son support contenu dans la région ot |£| > k,
on a que :

lax — allom = Suf(l + €)™ lar(x, &) — a(z, €)]

< su?u + k)T (1 1) al (2.5)

allom

— ) =0, 1 k .
= Uk — 0, lorsque k — o0

Plus généralement, comme

() o () <5

pour une constante C'z et que
supp(D7 (g — 1)) C {£ € R" | k < [¢] < 2k} pour 5] > 1,

on voit par un raisonnement similaire et en employant la regle de Leibniz qu’il existe une
constante C'y telle que

C
llax — all v = |(r — Dal|ym < m — 0 lorsque k — oo,

d’ou le résultat. ]

Remarque 2.4. L’espace S_>*°(€;R"™) n’est pas dense dans S7(€2; R™) pour sa topologie
usuelle. Par exemple, la fonction constante 1 € 82 (2;R") est telle que

la = 1o, > 1
pour tout a € S *(;R"), puisque |a(x,&)| — 0 lorsque [£] — 0.
L’espace des symboles satisfait aussi aux propriétés suivantes.

Proposition 2.5. La multiplication de deux symboles d’ordre m et m' induit une application

bilinéaire continue
ST RY) x ST (Q;RY) — ST (Q;R™).

De meéme, la différentiation en x et en & induit des applications linéaires continues

D2 : SR = SR et DY : SR — SEA(Q;R).

Démonstration. La premiere assertion se démontre en utilisant la regle de Leibniz. Les deux
autres assertions sont des conséquences directes de la définition de 'espace ST (2;R™). O
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2.2 Les opérateurs pseudodifférentiels

Pour une fonction a € C*(R} x R} x R?) adéquate, on peut définir un opérateur par

(A D)) = s [ [ P ol ot)inde, o€ SR (26)

Plus précisément, pour m,w € R, les fonctions adéquates qu’on considérera seront de la
forme

a(z,y,&) = (1+ |z —y[)2a(z,y,6), aeSLERY,;RY),
c’est-a-dire que

a€(l+|x— y|2)%sgg(R%;y); Rg). (2.7)

Remarque 2.6. Le facteur (1 + |z —y|?)2 n’est pas & proprement dit essentiel, mais il sera
fort utile dans la preuve du théoreme de réduction, a savoir le Théoreme 2.12 plus loin dans
le texte.

Exercice 2.7. Vérifier que I'équation (2.7) équivaut a ce que

w
2

Sulz(l +lz—yl?) "2 (L + €)™ D DY DYa(x, y, €)| < o
I?y7

pour tout «, 8,7 € Nj.

Lemme 2.8. Pour m < —n, l'intégrale (2.6) est absolument convergente et définit une
application

A:SR™) — (14 |z]?)2 L=(R™). (2.8)

Démonstration. Par 'inégalité du triangle, on a que (1+ |z —y|) < (1 +|z|)(1+ |y|). Ainsi,
pour u € S(R™), w >0 et N € N, il existe une constante Cy,, telle que

la(@,y,)uy)| < Cnw(l+ |z —y))"(L+ )™+ [y))™", en utilisant que u € S(R"),
< Cnwo(1+ |2)" (1 + [y~ (1 + 1™
< Cnw(1+ |21+ [y)™(1X + )™,  lorsque N > w — m.
(2.9)
De méme, en utilisant I'inégalité (1 +|z|) < (1+ |z —y|)(1 + |y|), on voit que pour w < 0 et
N > —m — w, il existe une constante Cy,, telle que

la(z, y, )uy)] < Cnw(d + |z —y)"(1+ €)™ (1 + [y)) ",

1_‘_‘1" b m —-N
< v (700 ) D™+ 1), (2.10)

< Ovw(I A+ [2)(T+ [y)™ (X + [ED)™, car N = —m —w.

Dans les deux cas, on voit que pour m < —n, l'intégrale est absolument convergente, de sorte
qu’on a bien une application

A:SR") — (14 |z]*) 2 L>(R").
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Proposition 2.9. L’application

1
(2m)"

(1+H|z—y*) 2 SR R") 3 a > I(a) = / %z, y, €)dE € (L+|z—y[*) 2 L=(R™)

définie pour m < —n s’étend pour chaque m € R en une application

I (1+4]z—y)2SE(R™R") — S'(R*)
par continuité par rapport a la topologie de (14 |z — y|?) =z ST (R*;R™) pour m’ > m.
Démonstration. Puisque S (R**; R™) est dense dans 87 (R?"; R") par rapport a la topologie
induite par celle de 7' (R?*";R") pour m’ > m, il suffit, pour a = (1 + |z — y|>)2@ avec

a € SR R") et ¢ € S(R?™), d’établir I'estimation

[1(a)(@)] < Cllallnm ||l (2.11)

pour certains IV, k € N et une constante positive C'. L’ingrédient principal qui nous permettra
d’obtenir cette estimation est I'intégration par parties. Remarquons d’abord que

(1 —¢. Dy)ei(:c—y)f _ (1 + |§|2)€i(m—y)'€.

En posant ¢ = (1 + |z — y|?) £ ¢, cela donne

I(a)(¢) = L ~ /R?m ei(m—y)'fa(:v,y,f)gzﬁ(x,y)dydfdx

= e L .
B /R3ne 5(1+ |€|2)q(1+5 Dy)*(a(z,y,§))¢(x, y)dyd§dx

1 , -
= @n) /R3 RG2S Z ayD)o(x,y)dyd§dr, en appliquant la regle de Leibniz,
! IvI<q

(2.12)

ou
- 1

_ + ~
(- = (1+ |§|2)q Z C’lmgv “DSCL

[l <q—|~]

pour des constantes C), , ne dépendant que de ¢ et des multi-indices i et . En particulier,
on a que pour tout m’ € R, il existe une constante Cy v 4 telle que

||av ||N,m’—q < CN,'Y,m’,qHa“NJrq—hlm"

Pour m’ > m fixé et ¢ € N tel que ¢ > m' +n + 1, on a donc que

~ _ntl _ 2n+1
H@@ <C Y [ 1 loma(L+ €0)F [Glansread + fal + o) 5 dydeo
< R
< Clallgmll@llons1sqer  avee k € Ny tel que k>w,
(2.13)
ce qui donne 'estimation voulue. O
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Lemme 2.10. Pour a € (1 + |z — y[?)2ST(R* R"), 'opérateur A associé au noyau de
Schwartz I(a) € S'(R*) induit une application linéaire continue

A: S(R") — S(RY).

Démonstration. 1l suffit d’obtenir des estimations de la forme

1A lle < Cllallnm ]l (2.14)

pour ¢ € S(R*) et m’ > m, a = (1+|z—y|?)"2a € ST(R?**; R"). Par densité de S7>°(R?"; R")
pour la topologie induite par celle de 87 (R?*; R"), on peut supposer que @ € S (R>*;R"),
ce qui va nous permettre d’intégrer par parties. Comme dans ’argument précédent, on a que

1 .
40(0)| = s | [ e IR 01+ € Dol ol
, (2.15)
— i(x—y)-€ E)DY dydg|
(27’(’)” /R2n € l;q a’Y<$7y 5) y¢(y) y 5
avec @, = m Z cuﬁgqu’;a € (1+ |z — y|?) T S°(R*; R"). En fait, il découle

lul<q—
de la définition que

1L+ |z = y1*) ™ 2 ay logm—g < Csllall g

pour une constante C,. On déduit donc de I’équation (2.15) que

—~ w _n4l1+k m!/—
|A¢(z)| < Cyllallgm |0l g+n+1+ /(1 Hlr—y) s+ y) T (L+ ) "dydf‘.
(2.16)
Puisqu’il vient
L+ |z —yl") < COL+[x) (1 +Jy?)
pour une certaine constante C' en utilisant I'inégalité du triangle, et donc aussi
L+ |2 < CU+ [z =y (L + ),
on a donc une constante Cy . telle que
[Ag(2)] < Cope(L+ L) 2 [all g Dl gn148 (2.17)

pour ¢ > 0 tel que m' — ¢ < —n et k > |w|. On en déduit que l'opérateur A induit une
application linéaire continue

A:S(R™) — (14 |=|*)2 L°(R").
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Plus généralement, en intégrant par parties, on a que

2 Ad(w) = o [ DD ) a1, 0l s
(27{) R (2.18)
D., 40le) = G /R SUD,, + &) (ale,y, )o(y)dyde.

Comme [|&;a]nm1 < Cllalms | Deallvm— < lallvirms [Dejalvm < llalvpam et

ly;0W)|lk < ||@|lk+1, on peut procéder par récurrence pour montrer comme dans ’argument
précédent que
|2° D7 AG(2)| < Cap(1+ )2 @]l v ll6]lx

pour m’ > m fixé et N,k dépendant de « et (. Les estimations voulues en découlent.

Définition 2.11. On dénote par W7 (R™) I'espace des opérateurs linéaires continus
A:SR") - S(R")
avec noyau de Schwartz I(a) pour un certain symbole a € (1 + |z — y|>)2S™(R?"; R") avec

w € R. C’est 'espace des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m sur R".

2.3 Composition

On voudrait montrer que, tout comme les opérateurs différentiels, les opérateurs pseudo-
différentiels ont de bonnes propriétés de composition, a savoir que

V(R 0 WL (R") € U™ (R).

La preuve usuelle de la composition se fait a ’aide du lemme des phases stationnaires, qui
donne le développement asymptotique de

I\ = / e @) (z)dr  lorsque A — 400
pour ¢ une fonction de Morse. Nous allons plutdt suivre approche de Melrose [Mel] basée

sur le théoreme de réduction suivant.

Théoréeme 2.12 (Réduction). Chaque A € W (R™) peut s’écrire comme I(a) pour un unique
symbole a € ST(R};RY).

Corollaire 2.13. On a un isomorphisme d’espaces vectoriel W7 (R") = ST (R7; RY).

Intuitivement, ce corollaire indique que la transformée de Fourier induit une correspon-
dance entre 'espace des symboles ST (R”; R?) et I'espace des opérateurs pseudodifférentiels
U7 (R™). En physique, cela donne une maniere de passer de la mécanique classique (les sym-
boles) a la mécanique quantiques (les opérateurs). Pour cette raison, une maniere d’obtenir
un opérateur a I’aide d’un symbole est appelée quantification.
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Pour en revenir au théoreme de réduction, celui-ci permet de donner une démonstration
assez élégante de la composition. Déterminons d’abord quel est I'adjoint d'un opérateur
pseudodifferentiel par rapport au produit scalaire L? de la Définition 1.23. Si A : S(R") —
S(R™) est un opérateur linéaire continu, son adjoint est I'opérateur linéaire continu

A" S'(R") — S'(RY)
tel que
(A", @)z = (¥, AP) 12, Vb, ¢ € S(R).
Autrement dit, pour u € §’'(R"), on défini I’adjoint par
A'u(@) = u(@B), € SR,
En termes des noyaux des Schwartz K4 et K4+ de A et A*, on a donc que

Ki-( B ¢) = (A"0)(¥) = T(Ap) = Ka(¢ R ), (2.19)

ot le conjugué complexe d'une distribution tempérée u € S'(R™) est défini par u(¢) = u(¢)
pour ¢ € S(R™). Lorsque K4 est une fonction, ’équation (2.14) revient a dire que

K)(z,y) = Ka(y, ),

ce qui n’est pas sans rappeler la formule usuelle af, = @, pour l'adjoint d’une matrice. Si
7 : R?" — R?" est I'involution interchangeant z et y, c’est-a-dire que Z(z,y) = (y, ), alors
I'équation (2.19) est aussi équivalente a

K\ =T'K, (2.20)

ot VK 4(¢) = Ka(¢p o) = K 4(¢ o Z). Lorsque que K4 = I(a) est le noyau de Schwartz
associé a un symbole a € (14 |z — y|?)2S7(R?"), on a donc que K 4- = I(Z*a), c’est-a-dire
que

Ka=Ia(z,y,8)) = Ka- = I(aly,z,9)).

Théoréme 2.14 (Composition). La composition d’opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m
et m' est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m +m' :

VL(R™) o W(R") € WL (R™).

Démonstration. Soient A € U™ (R") et B € ¥ (R") donnés. Par le théoreme de réduction,
A=1I(a), B*=1I(b), B=I(by<))
avec a € ST(R};RY) et b € S (R7; RE). Ainsi, pour ¢ € S(R"), on a que

1

- i(x—y)-£},
B¢($) - (27’(’)" /R%e Y b(y7£)dyd£7
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ce qui implique que
Bg(€) = / e”"<b(y, €)dy

Alinsi, on a que

Ao Bota) = o [ @ Sale OB = G [ e [ ot

~ @ /R @ Ea(z, )by, €)(y)dyd.

) (2.21)

On en déduit que Ao B = I(c) avec c(x,y,&) = a(z,£)b(y,€) € ST (R?*™; R"), ce qui
montre que Ao B € W (R").

]

Il reste maintenant a donner une preuve du Théoreme 2.12 pour compléter la démons-
tration du théoreme de composition.

2.4 Réduction et sommes asymptotiques

Soit a € (1 + |z — y|*)2 Sm(RQ"

r y),Rn) un symbole d’ordre m. Alors en intégrant par

parties, opération qui est justifiée par la densité de S (]Rzg (o) R%), on a que :
1 ,
I(a) = W/ ¢ a(x,y,€)de = I((x; —y;)a) = I(—Dga). (2.22)
)" R™

Or, —Dg,a est d’ordre m—1, donc méme si (z; —y;)a(x, y, {) est d’ordre m, comme opérateur,
I((z; —y;)a) peut étre vu comme un opérateur d’ordre m — 1. Cette observation nous permet
dans un premier temps de nous ramener au cas ou w = 0. En effet, en prenant N € Ny tel
que N > w, on a que a = (1 + |z — y[*)Va pour un certain a € S7(R?**;R"), et donc par
(2.22) que

I(a) = I((1+ A)Na) avec (1+ Ag)Vae ST(R*™R"),

ot Ag =3 7, ng. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que a € ST (R?"; R").
Considérons alors la série de Taylor autour de la diagonale x =y,

—)lel —q)lal
o= Y T 0pa e+ S 0 g Ry, €) (229

! al
|a|<N-1 la|=N

avec reste de Laplace
1
R — / (1= N1 (D%) (x, (1 — By + ty, €)dt
0

Exercice 2.15. Etablir la formule de Taylor (2.23) par induction en intégrant par parties
dans le reste de Laplace.
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En termes d’opérateurs pseudodifférentiels, on a donc que

N-1 Jal
m—N (Ton ! a o m—j n
A:E%Aj-i-RN, Ry e VI (R"), A;j=1 lZ‘aDyDga(x,Lg) € UI(RM).
J= al=j
(2.24)

Pour obtenir un résultat, il faut pouvoir donner un sens a cette somme lorsque N = oo. Or,
oo

pour a; € S™~I(RP;R") une suite de symboles, la série Z a; n’a aucune raison a priori de
=0
converger. Cependant, on peut la sommer asymptotiquement au sens suivant.
Définition 2.16. On dit que la série Z;io a;(z, &) converge asymptotiquement s'il existe
un symbole a € S7(RP; R"™) tel que
N-1
(a=> a;) € SN(R;R") VN eN. (2.25)
=0

Dans ce cas, on écrit a ~ E a;.
Jj=0

Proposition 2.17. Toute série Zaj avec a; € ST (RP;R™) converge asymptotiquement
§=0
et la somme asymptotique est bien définie a un élément de S_°°(RP; R™) prés.

Démonstration. L’unicité de la somme asymptotique est facile & démontrer. Si a et a’ sont
0o /
tels que a ~ ) =0 @j ~ a', alors

N—1 N-1
a— Z a; € SN(RYRY) et o — Z a; € SN (RPR™),
j=0 J=0
donc
N—-1 N-1
=0 J=0

Comme N € N était quelconque, on a donc que

a—a €[ )SL(RY;R") = S°(R%R™).
k

L’existence d’une somme asymptotique est plus difficile a démontrer. Nous utiliserons la
méthode de Borel. Soit p € C*(R") une fonction & valeurs dans Uintervalle [0, 1] telle que
p(§) =0 pour || < 1et p=1pour [ > 2. Soit {€;};en une suite décroissante a préciser

telle que €; > 0 et lim ¢; = 0. Comme candidat pour notre somme asymptotique, on pose
Jj—00

alors

a=2_ ple)a(z8).
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Puisque p(e;€) = 0 pour ¢ < &, cette somme ne contient qu'un nombre fini de termes
J
non-nuls dans la boule de rayon R > 0, a savoir

Br = {{ e R" [ [¢] < R}.

On voit donc que a est bien défini en tant que fonction lisse. Pour voir que a € S7(RP; R"™),

il faut estimer les normes || - ||y de chaque terme de la somme. Pour N =0, on a :
lp(e5€)asllom = SU€P(1 +1ED " lp(e8)a;(2,€)]
= ?ug(l +1€) 7 p(e;€) (1 + €N a;(2,€)]

1\’ 1 (2.26)
< |la;llo,m—; (1 + —> , car |{| > — sur le support de p(e;§).
€ €

7
=||aj||o,m_j( j ) < lla;llomse.

]_—|—€j

Pour les normes avec N > 0, la regle de Leibniz donne I’estimation

sup(1+ €)™ DD (a2, €)p(es6))| <
> Cu1+ €)M D2 Dl (2, €)](1 + [¢]) THAT WP (DA p) (56)]. (2.27)

l|<1B]

Pour p = 3, on peut procéder comme dans le cas N = 0 pour obtenir une estimation. Pour
w < B, remarquons que (DP7#p)(€;€) a son support contenu dans la région ol el <€ < El

J J
Dans cette région, on a donc que

1 1 Ej

< - <e, 2.98
1+|£\—1+Eij l+e — 7 (2.28)
2 42 3

1+ [¢] < 1—1——:i < —, pourvu que €; < 1Vj. (2.29)
Gj Ej Ej

On en déduit qu'il existe une constante C_; g—, telle que
—j+18l— =161+
(14 [¢) T+ < Oy )T,
On obtient ainsi une estimation de la forme
1p(€;€)a; (2, E)INm < Cjnmlla;l| N m-jé€]

pour une constante Cj ., ne dépendant pas de ;.
En commencant avec N = 0, on peut grace a ces estimations extraire une sous-suite
)
{€0,;} de {¢;} telle que

1
Ip(e0,58)a;(x, E)llom < —-

J
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En continuant sur cette lancée, on peut construire une suite de sous-suites {ey ;} telle que

1
lp(en;€)alz, )lnm < 72

En prenant la sous-suite diagonale d; := ¢; ;, on a alors que
a(2,6) =Y pl6;€)a;(z,€)
§=0

converge par rapport a la norme ||+ ||y, pour tout N € Ny. En utilisant un argument similaire
et en utilisant a nouveau un argument de diagonalisation, on peut aussi supposer que

> p(0;€)a;i(2,)

Jjzk
converge par rapport a la norme || - ||nm—r pour tout N € Ny et tout k& € Ny. Cela montre
qu’en prenant €; = J;, le symbole a(z, §) satisfait & toutes les propriétés requises. O

De retour a la somme (2.24), on peut utiliser la Proposition 2.17 pour obtenir un symbole
b e SRR RE) avec

= i|a‘ a o m—j n n
b Y ai(x,€), aj(x,8) =) — (DyDga)(w,z,€) € ST (R RY). (2.30)
7=0 lal=j
Soit B l'opérateur correspondant au noyau de Schwartz associé I(b). Alors
N—1 N-1
B-—A=B-> Aj—Ry= (B—ZA]-) — Ry
j=0 =0

et par construction, Ry € V" N(R") alors que B — Zj.v:_ol A; a pour symbole
N-1
b—> a; € SIVRYRY).
=0

On en déduit que B — A € UV (R"). Comme N € Nj était quelconque, cela montre que

B—Ac U ®RY) = UL(R").

Pour conclure la démonstration du théoreme de réduction, on aurait besoin de savoir que
A — B a un noyau de Schwartz de la forme I(c) pour ¢ € S_>°(R}; RE).

Proposition 2.18. Un opérateur pseudodifférentiel Q) est dans W >*°(R™) si et seulement si
son noyau de Schwartz K¢ est lisse et satisfait a des estimations de la forme

D2 Dy Kq(z,y)] < Crnap(l+ o —y))™" (2.31)

pour tout o, B et N. De plus, dans ce cas, il existe q € S;)"O(RZ;RQ) tel que Ko = 1(q).
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Démonstration. =) Si Q € U *°(R"), alors pour N € R, il existe gy € SY(R?**;R") tel
que Ko = I(qn), c’est-a-dire que

1
(27)"

Ko(z,y) = /R eV (3, y, €)dE

au sens des distributions. En fait, pour N < —n — 1, l'intégrale converge absolument et on
peut intégrer par parties pour obtenir que

1
(2m)"

(@ = 0" DID}Ko(e.9) = G [ =D E+ Do) (=6 + Dy an (o5, €)de

avec 'intégrale a droite convergeant absolument pourvu que N — |o| + 8] + || < —n — 1.
Comme on peut prendre N arbitrairement négatif, cela montre que

sup |(z — y)* DI D] Ko(z, y)| < oo

I’y
pour tout multi-indices «, 3,7, établissant les estimations voulues.

<=) Supposons maintenant que K¢ est lisse et tel que les estimations (2.31) sont vérifiées.
Posons z = x — y et considérons la fonction

f($72> = f(.?:,ﬂ: - y) = KQ(SC,y>
En termes de la variable z, les estimations (2.31) prennent la forme

sup |2°D?DY f(z,2)| < 00 Vo, 3,7 € Nb. (2.32)
(2,2)

En particulier, pour chaque z fixée, f(x,-) est une fonction de Schwartz, si bien qu’on peut
prendre sa transformée de Fourier en z et considérer la nouvelle fonction

b6 = [ e (w2

avec
sup |§O‘D5ng(x,§)| < oo Va,B,7€Nj.
(z:6)
On en déduit que b € S (R};RE). Par construction, on a donc que @ € WI*(R") avec
Ko = I(b), ce qui complete la démonstration. ]

On peut finalement compléter la preuve du théoreme de réduction.

Fin de la démonstration du Théoréeme 2.12. On a déja trouvé un symbole b € S (R7; RE)
tel que A— B = R € UV >©(R") avec Kg = I(b). Par la proposition précédente, on peut
trouver r € ST°(RY; RY) tel que Kp = I(r). En prenant a = b+r € SE(R};RE), on a donc
bien finalement que

KA = [(a)

Clairement, a est unique, puisque r tel que I(r) = Kg l'est en utilisant le fait que la trans-
formée de Fourier est un isomorphisme. O
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2.5 Quantification

Dans le théoreme de réduction, la quantification qu’on utilise est la quantification a
gauche
do: SHRURY - UL(RY
a — I(a) = W Jon €0z, £)dE

avec inverse o : U7 (R") — SZ(R™; R™). On aurait pu tout aussi bien considérer la quanti-
fication a droite

(2.33)

qgp : ST(R™R") — YT (R™) (2.34)

@ o 1(@) = b f €V aly, )de '
avec inverse op : V7 (R™") — S7(R™; R™). Comme K4+ (z,y) = Ka(y,z) au sens des distri-
bution, voir plus précisément (2.20), on a que

1 _ .
ch(a)* = W/Rn el(y—x).fa(y7§)d§ = (271‘)” /n el(w—y)'sa(yjf)df = qD(d)

En termes des applications inverses, cela donne op(A) = o¢(A*). Une autre maniere de
quantifier, ¢’est-a-dire de construire un opérateur a partir d’un symbole, est la quantification
de Weyl

v SIRURY) 5 Un(RY)

a > [(a):ﬁfwe( VEq (ZEL €) dE (2.35)

avec inverse oy @ W7 (R") — SZ(R™; R™). Cette quantification est particulierement utile en
mécanique quantique. Elle est aussi plus naturelle puisqu’elle met les variables z et y sur un
pied d’égalité. Remarquons aussi que

donc gw (a) est formellement auto-adjoint si et seulement si le symbole a est a valeurs réelles.

Lemme 2.19. Pour un symbole a € ST (R"; R"),

06(ap(@)(x,€) ~ 3 - DIDa(r, ) ~ P Pea(w, €).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la somme asymptotique (2.30) utilisée
pour définir og. O

Les applications de quantifications ne sont pas des isomorphismes d’algebres, puisque
I’algebre des symboles est commutative, alors que ’algebre des opérateurs pseudodifférentiels
ne l'est pas. Pour déterminer dans quelle mesure on ne peut pas avoir un isomorphisme,
considérons le quotient

STH(RART) = SE(RY R /ST (R RY). (2.36)
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Définition 2.20. Le symbole principal d'un opérateur A € U7 (R™) est donné par

om(4) = [06(A)] = [op(A)] € ST ER™R").

Remarque 2.21. Par le Lemme 2.19, on a bien que [0¢(A)] = [op(A)].

Le symbole principal donne lieu a une suite exacte
0—= U (R") — ¥ (R") 22 S (R R — 0. (2.37)
Cette suite est compatible avec les structures d’algebre comme le montre la prochaine pro-
position.
Proposition 2.22. Pour A € VT (R") et B € V™ (R"), on a que
Omim' (Ao B) = o,(A)o (B).

Plus généralement, on a que

: ilel
o6(A o B) ~ eV (a(2, )by, M) ey ~ D —7 (DEa(@, ))(D3b(x,€))

pour a = og(A) et b= o0g(B).

Démonstration. Supposons d’abord que A = gg(a) et B = qp(b). Alors par la construction

de og, on a que
il

o(Ao B) Z — DEDy (a(z, )by, €)) o=y,
d’ou
Omim' (Ao B) = [06(A)][op(B)] = 0m(A)om (B).

Pour obtenir le développement asymptotique de og(A o B) en termes de a et og(B), remar-
quons que par le Lemme 2.19,

oa(B) = 0c(qp(b)) ~ P Pb = b~ e P Pe04(B).
Ainsi, on calcule que

oa(Ao B) ~ e P (a(a, )by, €))|amy ~ PP (a(x, )P P06 (B) (Y, €)) le=y
~ Pt} Dy =iy Dn (q(2. o6 (B)(y,1)) lomyemn (2.38)

~ Pl (a(2,€)06(B) (Y, 0)) lo=ye=n-
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Corollaire 2.23. Pour A € V™ (R") et B € V™ (R"), on a que
0g(AoB—BoA)=—i{a,b}+r, reS™2R™R"),

ot a=o0g(A), b=o0g(B) et

"/ da Ob da Ob ,
a,b} = — - | e S"t™ YR, R
{0} ; <9§j Ox; O, 5&') ( )

est le crochet de Poisson de a et b.

Exercice 2.24. Pour la quantification de Weyl, montrer que pour A € V2 (R"), B €
U™ (R™), on a que

ow (Ao B)(z,§) = ¢3(PeDy=DaDn) (ow (A)(z, E)ow (B)(Y; ) la=y.e=n-

En particulier, on a que

o (Ao B)(2,€) = ow(A)ow(B) — %{UW(A), ow(B)}+r, re ST 2ARY:RY),

2.6 Ellipticité

Soient A = 37,1, @aDy € W (R") un opérateur différentiel d’ordre m et ¢ € S(R™).
Pour déterminer les solutions u € §'(R™) de I’équation aux dérivées partielles linéaire

Au = ¢,
on peut essayer de trouver un inverse G4 € ¥_"(R") :
GaoA=AoGu=1d.

Dans ce cas, la solution est unique et donnée par u = G4(f). Cependant, un inverse n’existe
pas toujours. Par exemple, si un tel inverse existe, alors par la Proposition 2.22, on a que

Om(A)om(Ga) = 0,,(Id) = 1 € SEH(R™ R™),

c’est-a-dire que le symbole principal de A doit lui aussi étre inversible. Cela suggere la
définition suivante.

Définition 2.25. Un opérateur A € U7 (R") est elliptique s'il existe [b] € Sem (R™; R™)
tel que
om(A)-[D) =1 dans S"H(R™; R™).
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Exemple 2.26. La relation (1.32) montre que le laplacien A = ", Dz.j est un opérateur
pseudodifférentiel d’ordre 2 avec

oc(A) = op(A) = ¢

Ainsi, en prenant b = (1 + [£]*)7! € S 2(R™;R™), on a que

SN T R S S S
1+ [¢? 1+ ¢
ce qui montre que o,,(A)b] = 1 dans So (R™;R™), c’est-a-dire que le laplacien est un

opérateur elliptique.

Théoréeme 2.27. Soit A € W7 (R"). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Dopérateur A est elliptique ;
2) il existe b € S (R";R™) tel que og(A)-b—1€ S °(R";R");
3) il eziste € > 0 tel que |oa(A)(x,£)| > €1+ |€))™ pour [¢] > L ;
4) il existe B € W "(R") tel que Ao B —1d € W >*(R").

Démonstration. 1) = 2) : Soit by € SZ(R™;R") un représentant de la classe de [b] €
S (R™; R™), de sorte que

oc(A) by —1=ec SHR™R).
Autrement dit, og(A) est inversible a un élément de S'(R™;R") pres. Soit alors f €
S71(R™; R") tel que

FAY Y = (s~

En prenant b = by(1 + f), on a alors o5(A)b ~ 1 tel que voulu.

2) = 3) : Comme og(A)b—1 € S °(R™;R"), il existe € > 0 tel que

1
oG(A)] > 5 ¥ € tel que €] > -

N | —

Ainsi, puisque b € S "(R";R"), on a que

1 (1+ €)™
> >
2 3w = 2o

1
loc(A) V € tel que €] > —.
€

En prenant € > 0 plus petit si nécessaire, on peut supposer que € < , de sorte que

1
. . 2/[6lo,—m
le résultat suit.

3) = 4) : On suppose qu'il existe € > 0 tel que |og(A)(z, )| > e(1 + [¢])™ pour |¢] > L.
Posons alors
1—p()

o (A)(z,8)’
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oll p € C°(R") est telle que p(€) = 1 pour [£| < 2, de sorte que b € S;™(R™; R™). Considérons
alors U'opérateur By := qg(b). Par définition du symbole b,

AoBy—Ide U }(R"), car og(AoBy) =o0a(Aog(B)=1 mod S HR™R"™).

Ainsi, Ao By =1d+E); avec E; € V1 (R™;R"). Soit E € U_}(R";R") tel que

0c(E) ~ > oc((—Er)).
k=1

Alors on a que
(Id+E,)(Id+E) — Id € U ®(R"),

car pour tout N € N,

N-1
Ry:=E-)Y (-E)" e U N(R"),
k=1
donc
N-1
(Id+E)(1d+E) = (Id+ Y (—=E1)* + Ry) =1d+(-1)"'EY + (Id +E)) Ry (239
k=1 :

=Id+Ky, Kyec U N(R").
En prenant B = By(Id+E), on alors que

Ao B =AoBy(Id+E) = (Id+E)(Id+E) =Id+R, avec R € U °(R").

4) 1) : Si B € V.)"(R") est tel que Ao B —1d € U_*°(R"), alors il suffit de prendre
[b] = 0_n(B), puisque

om(A)o_(B) = 0g(Ao B) = oo(Id) = 1.
[

Remarque 2.28. Par un argument similaire, un opérateur A € W_(R") est elliptique si et
seulement si on peut trouver B € W™ (R"™) tel que Bo A — Id € W >°(R"). De plus, si Bg
et Bp dans W (R"™) sont tels que BgA —1d € UV >*(R") et ABp —Id € U_>(R"), alors

Bg = BgABp = Bp  mod W ®(R").

Définition 2.29. Pour un opérateur elliptique A € U7 (R"), une paramétrice a droite est
un opérateur B € ¥ "(R") tel que Ao B —1Id € W_>*(R"). Similairement, une paramétrice
a gauche est un opérateur B € U_"(R") tel que Bo A —Id € ¥_*°(R"). Par la remarque
précédente, un paramétrice a gauche est aussi une paramétrice a droite et vice-versa.

Cette inversibilité des opérateurs elliptiques nous permet de donner une caractérisation
de la régularité des solutions d’une équation elliptique linéaire. Pour ce faire, on aura besoin
au préalable du lemme suivant.
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Lemme 2.30. Un opérateur Q) € V=>°(R"™) définit une application
Q:S'R") = S'(R") NC®(R").

Démonstration. L’action de @) sur S'(R") est définie par dualité, c’est-a-dire que pour u €
S'(R™) et ¢ € S(R™),
Qu(¢) = u(Q*¢) = Qu(¢) = u(Q*9).
A priori, cette définition nous assure seulement que Qu € S'(R™). Pour voir que c’est en
fait une fonction lisse, rappelons que si K¢ est le noyau de Schwartz de @), alors par la
Proposition 2.18,
sup|(z — y)* Dy Dy Ko(z,y)| < co.

z,Y

Ainsi, Kq € C*(R}; S(RY)), de sorte qu’en termes du noyau de Schwartz, on a que
Quo) = ( [ Fortmoar) =
Rn
— [ ulfle, ola)ds,

Donc Qu est en fait la fonction Qu(x) = u(Kg(z,-)). Cette fonction est lisse, puisque par
linéarité et les estimations ci-haut,

D3 Qu(z) = u(D7Kq(w, ).

[ Kot )0ty )

(2.40)

O
Plus généralement, un opérateur @ € W7 (R") induit une application linéaire continue
Q:S(R") — S'(R")

par dualité :

Qu(¢) = u(Q*¢), ueS'[R"), ¢eSR").
Le lemme précédent montre que les opérateurs contenu dans U_*°(R") ont un effet régula-
risant en transformant toute distribution tempérée en une fonction lisse. Pour cette raison,
ils sont appelés opérateurs régularisants. C’est cette observation qui nous permet de
caractériser la régularité des solutions d'une équation elliptique.

Théoréme 2.31 (Régularité elliptique). St A € W7 (R") est un opérateur elliptique et u €
S'(R™) est une distribution tempérée telle que Au € S(R™), alors en fait u € S'(R™)NC>(R").

Démonstration. Soit B € W ™(R") une paramétrice pour A, de sorte que F := Bo A —1d
soit un opérateur régularisant. Alors on a que

u=1d(u) = (Bo A— E)u = B(Au) — Eu. (2.41)

Or, par le Lemme 2.30, Fu € S'(R") N C*(R"), alors que par hypothese Au € S(R™). Le
terme de droite de I’équation (2.41) est donc dans §’'(R™) N C*>*(R™), d’ou le résultat. O
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2.7 Action sur les espaces de Sobolev

Les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 0 agissent naturellement sur les fonctions L2.
Pour décrire plus précisément cette action, il nous faudra toutefois établir quelques résultats
préliminaires.

Lemme 2.32 (Critere de Schur). Si K est une fonction localement intégrable sur R*" telle
que

sup/ | K (z,y)|dy < oo, sup/ | K (z,y|dr < o0,

zeR" yeR™

alors lopérateur Og associé est borné sur L*(R"), c¢’est-a-dire qu’il induit une application
linéaire continue
Ok : L*(R™) — L*(R™).

Démonstration. Puisque les fonctions de Schwartz sont denses dans I'espace L?(R"), il suffit
de trouver une constante C' > 0 telle que

/ Ok (6)2de < C / 62dr Vo € S(RY).

Or, pour le terme de gauche, on a par 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

/]Rn O (9)da = K(z,y)) K (z, 2)¢(y)p(2)dydzdz

R3n

< ([, Isa@nlK G20t dydsdz) (2.42)

1
2

(/Rsn Kz, y)llK 2)H¢(z)\2dydzdx)

Or, les deux facteurs a droites sont égaux. Comme

/ | K (x,y)||K(z, 2)|dzdz < <sup/ |K(m,z)|dz> <sup/ |K(m,y)|dx),
R2n zeR” n yEeR"™ n

le résultat en découle. O]

Grace a la Proposition 2.18, on peut en particulier appliquer le critere de Shur aux opé-
rateurs régularisants, montrant ainsi qu’un opérateur € W_*°(R") induit une application
linéaire continue

Q : L*(R™) — L*(R™).
Pour étendre ce résultat aux opérateurs pseudodifférentiels d’ordre zéro, on suivra ’approche
de Hormander basée sur la notion suivante.
Définition 2.33. Un symbole principale [a] € Som- (R™;R™) est strictement positif s'il
existe a € [a] tel que a(x,&) > 0 pour tout (z,§&) € R™ x R".
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Lemme 2.34. Soit A € VT (R") un opérateur elliptique formellement auto-adjoint (i.e.

A* = A) ayant un symbole principal strictement positif. Alors il existe B € \II?O(R”) un
opérateur elliptique formellement auto-adjoint ayant un symbole principale strictement positif
tel que

A=B*+G

pour un certain G € W_2(R™).

. . N / 1 5
Démonstration. On procede par récurrence en prenant d’abord by = a2 € S (R";R") avec

a un représentant strictement positif de o,,(a). Soit By € vz (R") tel que om(By) = [bo].
B()—i—BS

En remplacant By par
a que

si nécessaire, on peut supposer que By = Bj. Dans ce cas, on

om(BG) = o2 (Bo)® = [bo]* = [a] € SR R").

Ainsi, F, :== A— B2 € U7 1(R") est formellement auto-adjoint. Son symbole principal peut
étre représenté par un symbole réel car o (E;) est réel. Supposons maintenant que nous
ayons déja

N 2
Eng = A— (Z Bj> c - N-HR") (2.43)
j=0

avec B; € vz (R™) des opérateurs formellement auto-adjoint, le cas N = 0 venant d’étre

établi. Soit Byy € \IIOZ_N_I(R”) un nouveau terme de sorte que (2.43) devienne

N+1 N N
A= D Bj|=Exu—Bya (Y Bi| = | X B | Byri— By
— — — (2.44)
j j J
= Eny1 — By By — ByByy:  mod UTNTZH(R™),
En prenant le symbole principal, cela donne

Um—N—l(EN+1 — Byt1Bo — BOBN+1) = Um—N—1(EN+1) - 20—%—N—1(BN+1)0'%(B0)o

Pour résoudre le probleme a 'ordre suivant, il faut que ce symbole principal s’annule, ce qui
suggere de choisir By, de sorte que

Puisque Epny; est formellement auto-adjoint, son symbole principal est a valeurs réelles. En

Bn11+Bj .
remplacant By par % au besoin, on peut donc supposer que By 1 est formellement

auto-adjoint. Avec ce choix de By, on obtient (2.43) avec N remplacé par N + 1. Cela

montre par récurrence que (2.43) est valide pour tout N € Ny. Soit alors B’ € vz (R™) tel
que

ow(B') ~ ZUW(Bj)
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B/+(B/

et posons B := T) Alors B est formellement auto-adjoint et tel que

ow(B) ~ ZUW(BJ>‘

Pour tout N € N, on a donc que

N 2
ATEAs (Z Bj + RN+1> , avec Ryqy € ‘IJOZ_N_l(Rn)7

=0

N 2 N N (2.45)
=A— (> Bj| +Byu1 (D> B +|D_B;| Ry + Ry

j=0 j=0 j=0

=0 mod V™ N(R"),

Puisque N € N était arbitraire, il faut donc que A — B? € U *(R") et B est l'opérateur
recherché. [

A laide de ce lemme, on peut montrer que les opérateurs pseudodifférentiels d’ordre zéro
induisent des opérateurs bornés sur L?(R") en utilisant un truc de Hérmander.

Théoréme 2.35. Soit A € VY (R"). Alors lapplication linéaire continue A : S(R™) —
S(R™) se prolonge par continuité en une application linéaire continue

A L*(R") — L*(R").

Démonstration. Clairement, il suffit de trouver une constante C' > 0 telle que
1A6lIL. < CllolL: V¢ € SRY).
Autrement dit, on doit trouver une constante C' > 0 telle que
(6, A"Ag)r2 < Clgll7> ¥ & € S(R).
Or, A*A € U9 (R") est clairement formellement auto-adjoint et son symbole principale
0o(A*A) = 0o(A%)oo(A) = WUO(A) = [oo(A)[?

peut étre représenté par un symbole positif. Soit K > 0 une constante suffisamment grande

telle que
K — |oo(A)?

peut étre représenté par un symbole strictement positif. Alors 'opérateur K — A* A satisfait
aux hypotheses du Lemme 2.34, de sorte qu'il existe B € W2 (R") formellement auto-adjoint
et G € U >°(R") tels que

K—-A*A=B*+G.
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De cette fagon, pour ¢ € S(R"), on a que

(0, (K — A*A)p) 12 = (¢, B*d) 12 + (9, Go) 12 = (Bo, Bo) 12 + (6, GP) 12,

ce qui implique que

1Al 72 = KlIgllz2 — 1Bz — (¢, Go) 1

< K||¢ll72 + (¢, Go)12| (2.46)
< Cll¢l72
pour une certaine constante C' > K, ou le critere de Schur du Lemme 2.32 a été utilisé a la
derniere ligne. O

Plus généralement, on peut faire agir les opérateurs pseudodifférentiels sur les espaces de
Sobolev.

Définition 2.36. L’espace de Sobolev L? d’ordre k € N est défini par

Li(R") = {u € L*(R") | D*u € L*(R") Yo € N} tel que |a| < k}.

En prenant la transformée de Fourier, on a donc que

u € LI(R") < &*u € L*(R") Ya € NJJ tel que |a| < k

& (2.47)
— (1+[|¢H)z2a € L2 R™).

De ce point de vue, L?(R") n’est qu’une version a poids de 'espace L*(R"). Cela suggere de
définir pour £k € R

k
2

Li(R™) := {u € S'(R") | (1 + |¢)*)2a € L*(R™)}. (2.48)

C’est un espace d’Hilbert avec produit scalaire et norme donnés par

i, (€ i) s = —— R0 (€)o
e (€400 0 = s [ (1 i€ -

lullzz =/ (w, w)rz,
olt (€) = (1+ |¢[?)2. Autrement dit, en considérant I'opérateur pseudodifférentiel

(D) = qc((6)") = ap((€)*) € TL(R™),

on a que
(u,v) 12 = ((D)*u, (D)*v) 2.

En termes de cet opérateur, on a que

u € Li(RY) <= (D)*u € L*(R").
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Clairement, pour k£ > k’, on a une inclusion continue
Li(R™) C L, (R™), (2.50)
ce qui suggere de poser
L2(RY) = (LAR") et L* (R")=|JLI(®R").
kER keR

En termes des fonctions de Schwartz et des distributions tempérées, on a la suite d’inclusions
strictes
S(R") C LZ,(R") C [2,(R") € S'(R"). (2.51)

En particulier, 'espace L? __(R") ne contient pas toutes les distributions tempérées. 11 faut
considérer les versions a poids des espaces de Sobolev pour obtenir toutes les distributions
tempérées, a savoir les espaces de Sobolev a poids de la forme

(@) Ly (R") = {u € S'(R") | {z) "u € Ly(R")}

pour g € R. Ce sont a nouveau des espaces d’Hilbert avec produit scalaire et norme donnés
par
<u7v><m)‘1Li = <<x>_qu7 <x>_qU>Li7

(2.52)
||u||(z>qLi = \/ <uau><a:)‘1L2'

Théoréme 2.37. Pour chaque q,k,m € R, un opérateur A € W7 (R™) définit une application
linéaire continue

A (@) Ly(R") — (2)"Li_,,(R").

Démonstration. Supposons d’abord que ¢ = 0. Dans ce cas, puisque L3 (R") = (D)"*L?(R"),
on voit que pour £ € R, (D)* € W (R") définit une application linéaire continue

(D) : LA(RY) — L2_,(R").
Au lieu de 'opérateur A € W7 (R"), cela suggere de considérer I'opérateur
A= (DY A(DYF € WO_(R™).
Par le Théoreme 2.35, 'opérateur A induit une application linéaire continue
A: LX(R") — L*(RY),
ce qui donne lieu au diagramme commutatif suivant :
L(R") —A o [2(R7) (2.53)

<D>kT j<D>k+m
L3(R™) == L3, (R").
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Comme toutes les applications sont continues, sauf peut-étre celle induite par A, on en déduit
que A induit bien une application linéaire continue

A= (DY M ADY  [2(R?) — L2_, (R™).

Similairement, pour ¢ # 0, (x)? : L?(R") — (z)9L3(R™) est par définition un isomorphisme,
ce qui suggere de considérer le diagramme commutatif

(2)1L2(R") —2 (2)1L2_, (R™) (2.54)
L(@‘q (@"T
LR — 12 (RY)

avec ) == (x) 1A (x)?. Si a = og(A), alors le noyau de Schwartz de 'opérateur @) est donné
au sens des distributions par

1
(2m)"

Kow) = G | atan . afo.9.6) = () "()a(o.).

On pourra donc conclure du diagramme (2.54) que A induit une application continue
A (@) Ly(R") = (2)"Li_,,(R")

en montrant que ) € W7 (R™) et en utilisant le résultat déja établi dans le cas ¢ = 0. Il
lq]

suffit pour ce faire de montrer que ¢ € (1 + |z — y[?) 2 S7(R**; R"). Autrement dit, on veut
montrer que

@ =) o, ¢) € SnRRY)
y <x>q 7 o0 Y *
Puisque a € S7(R™; R"), il suffit de montrer que

A
s~ < S

ou CE(R™) est I'espace des fonctions lisses sur R™ qui, avec toutes leurs dérivées, sont bornées.
D’abord, en inter-changeant x et y si nécessaire, on peu supposer que ¢ > 0. Considérons
donc les ouverts

n T|+ n T|+
o = {(.0) € B o -y < a0, qay) e B o -y > LM,
de sorte que R™ = ; U {2y. Dans {21, on a que
1 5 5
lyl <l =yl +lal < Jlyl + lal =yl < glaf < 2fal.

A nouveau, comme on peut supposer que g > 0, cela montre qu’il existe une constante C
telle que dans €y,

(y)? B (y)1
(@ g)iay (o —y)almy = C
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De méme, dans €2,

(y)?
(v — y)lal(z)

€ CZ(R™), puisque que dériver par rapport a z

2| + |y < 8lz —y| = |y| <8|lr —y| = est borné sur (5.

Plus généralement, on conclut que %
ou a y ne fait qu’améliorer les choses en ajoutant de la décroissance dans certaines directions
a 'infini. O]

Ce théoreme nous permet entre autres de donner une version quantifiée de la régularité
elliptique.

Corollaire 2.38 (Régularité elliptique). Soit A € W2 (R™) un opérateur elliptique et k,{,q €
R. Alors il existe une contante C > 0 dépendant de A, k, { et q telle que pour v € (x)?L3(R")
et u € (x)1LZ(R™) une solution de l'équation auz dérivées partielles

Au = v, (2.55)

on ait en fait u € (x)1L2,_ (R™) avec

lullyorz,,, < C (Il + luleyors)

m+k T

Démonstration. Soit B € W ™(R") une paramétrice pour l'opérateur A, de sorte que
R:=BA—-1d € V_>*(R").
En appliquant B de chaque coté de I’équation (2.55), on obtient donc
u = Bv — Ru. (2.56)
Or, par le Théoreme 2.37, il existe des constantes C et C5 telles que

|Bullgsrs,, < Cillwlr ¥ w € (@) LAR™), (2.57)
1Rwllgyarz,, < Collwllarz ¥ w € (@) L{(R™). (2.58)
En prenant C' = max{C, Cy}, on déduit donc le résultat voulu de (2.56) :
lull@orz,,, < NBvll@arz ,, + 1Rull@arz,, < Cillvllmarz + Collullmyars

m+k T

(2.59)
<OQM|%wa iz -

]

Pour voir le lien entre le Corollaire 2.38 et le Théoreme 2.31, il faut expliquer la relation
entre les dérivées au sens des espaces de Sobolev et les dérivées au sens usuel. On aura besoin
du lemme suivant.
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Lemme 2.39. Siv € L'(R"), alors F~'(v) est une fonction continue bornée telle que

Sup |]:_1(U)| < ||'U||L1

Vv e LYRY),
TER? (27T)n ( )

ot

foller = [ @it

Démonstration. D’abord, comme [¢®*¢| = 1, on a que

L[ emepenas — — L [ jogeyjae = 1ol
(2m)" /R"| (©)]d€ (2m)" /Rnl ()|d¢ (27T)”'

Pour montrer que F~!(v) est continue en zy € R", soit € > 0. Alors il existe une constante
R > 0 telle que

sup [~ (v)(z)| < sup

1 €
o /g @< §

D’autre part, par la continuité uniforme de €™ sur tout compact de R? x Rg, il existe 0 > 0
tel que

, , 2m)"e
T — x| <6 = | — ™| < (— our |¢| < R.
Ainsi, pour z € R" tel que |z — x¢| < d, on a que
— 1 - 120"
P 0)a) = F )| < g [ = e ufe) e
1 / ot ivgt
— elﬂ? _ elﬂ?o v é‘ df
2n) |€\§R| [[v(&)]
1 . .
g [l e ulag (2.60)
2m)" Jie>r
€ 2
<o [ bk o [ e
21+ lvllz1) /|5<R| e 21)" Jig>r
€ €
< 5 + 5 = €.

Comme € > 0 et 1y € R™ étaient quelconques, cela montre que F~!(v) est bien continue
partout sur R". O

Dénotons par Cf(R") l'espace des fonctions u : R® — C k-fois différentiables telles que
D*u est continue et bornée pour tout o € NjJ avec |a| < k. C’est un espace de Banach avec
norme donnée par

u]|ox = max sup |D%u(z)|.
Jullg = max sup [ D°u(o)

En termes de cet espace, on a alors la version faible suivante du plongement de Sobolev .

1. La version usuelle du plongement de Sobolev est formulée en termes des espaces d’Hélder, voir par
exemple dans [Bre05].
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Proposition 2.40. Si k > %, alors on a une inclusion linéaire continue L}(R™) C Cj(R™),

ou l:= [k — 5 — 1] est le plus petit entier tel que { >k — 5 — 1.

Démonstration. Puisque que k > 2, remarquons d’abord que si u € L%(R™), alors sa trans-
formée de Fourier est dans L!'(R"), puisque par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Il = [1€6) ™€) all e < 1K) Ilz2ll(€) a2 = Cillullzz  avee Ci = [[{€) 7|2 (2m)%.

Par le Lemme 2.39, on voit donc que u est continue et bornée et qu'il y a une constante Cj,
ne dépendant que de k telle que

sup [u()] < C .
r€R™

Plus généralement, pour o € Nj tel que |a| < k — 5, on a que D% € Li_lal(R”), donc en

appliquant le méme argument, on a que D*u est bornée et continue avec

sup | D*u(z)] < Croll|D%ullzz_ < Challluliz
TER™

pour une constante Cj_|| ne dépendant que de k — |a|, d’ou le résultat. O
En particulier, la Proposition 2.40 montre que
L% (R™) € 8'(R™) N C>®(R™),

ce qui montre que le Théoreme 2.31 peut aussi étre déduit du Corollaire 2.38. Le Lemme 2.39
permet aussi d’obtenir des résultats de compacité.

Définition 2.41. Une application linéaire continue A : By — B, entre deux espaces de
Banach B, et B; est compacte si toute suite bornée {u;} de B; possede une sous-suite {u;, }
telle que la suite { Auj, } converge dans B,. Dans ce cas, on dit aussi que A est un opérateur
compact.

Exercice 2.42. Pour k > 0, montrer que I'inclusion linéaire continue L3 (R") C L?(R") n’est
pas compacte.

Lemme 2.43. Pourk > 0 et R > 0, soit {u;} une suite bornée de Li(R") telle que supp u; C
Bpg, ou Bp C R" est la boule fermée de rayon R centrée a l'origine. Alors cette suite posséde
une sous-suite qui converge dans L*(R™).

Démonstration. D’abord, pour tout a € Nf, remarquons que {x%u;} est une suite bornée
dans L!'(R"), car par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1
2 2
lotuit < ([ 10) Wl < ([ 0B sl
Bgr Br

Ainsi, par le Lemme 2.39, on voit que pour tout k € Ny, il existe une constante C), telle que
ldjller < Chllugl|zz-
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En appliquant le théoreme d’Arzela-Ascoli et un argument de diagonalisation, on sait alors
qu’il existe @ € C°(R™) et une sous-suite {u;, } telle que

i, — 0 (2.61)

uniformément sur tout compact de R". Pour vérifier que la sous-suite {u;,} converge dans
L*(R™), il suffit donc de montrer que {4;,} est une suite de Cauchy pour la norme L*. Soit
donc € > 0. Puisque {u;} est bornée dans Li(R"), il existe une constante C' > 0 telle que

(&) a2, < C VjeN.

En particulier, pour R’ assez grand tel que (R')* > %, on a pour tout j et £ que

/ ity — tgf2de < (R) / (€)%, — ag[2de
R\ Bpr R™\ By

< 11O —ulie < 752 (19 wllEe + 1@ ullf)  (262)

€
< —.
-2
Par la convergence uniforme de (2.61) sur Bg, il existe aussi N € N tel que

i>N (>N = [ J|a, —a,|%de < =

By 2

En combinant avec (2.62), on a donc que pour i > N et { > N,
€

2

N N €
s, — il < S+ 5 =

Comme € > 0 était quelconque, cela montre que {u;,} est bien une suite de Cauchy dans
L*(R™). 0

Théoréme 2.44. Pour q < ¢ et k > k', Uinclusion continue (x)?L3(R™) C (z)? L} (R") est
compacte si et seulement si q < ¢ et k > k.

Démonstration. Soit {u;} une suite bornée de (x)?LZ(R™). Il faut déterminer si une sous-suite
convergeant dans ()¢ L?,(R") existe. Gréace & Iisomorphisme

/

(DY ()=« (2)7 Ly, (R") — LA(R™),

quitte & remplacer u; par (D)* (x)~7u; si nécessaire, on peut se ramener au cas ot ¢ = k' = 0,
g<0etk>0.Siqg=0, alors par I'Exercice 2.42, il existe une sous-suite bornée {u;} dans
LZ(R") n’admettant pas de sous-suite convergeante dans L*(R™). Similairement, si k¥ = 0, on
peut se ramener a I’Exercice 2.42 en prenant la transformée de Fourier, si bien que I'inclusion

(@)'L*(R") C L*(R")

n’est pas compacte. Il reste donc a considérer le cas ot g < 0 et k > 0. Soit p € C°(R") une
fonction a valeurs dans l'intervalle [0, 1] telle que p(x) = 1 pour |z| <1 et p(x) = 0 pour
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|z| > 2. Pour R > 0, considérons alors la fonction pr(z) = p(%). Comme la multiplica-
tion par pr peut étre vue comme un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, on voit par le
Théoreme 2.37 qu’il existe une constante C'g dépendant de R telle que

lprullzz < Crllullz  Vu € LE(R™).

Comme le support de pg est contenu dans la boule Bsg, on peut donc appliquer le Lemme 2.43
a la suite {pru;} pour extraire une sous-suite convergeant dans L?(R™). En prenant une suite
de telles sous-suites pour R € N et en utilisant un argument de diagonalisation, on peut donc
extraire une sous-suite {u;, } telle que {pru;,} converge dans L? pour tout R > 0.

D’autre part, comme la fonction (1 — pg) est égale 0 sur la boule Bg, on a que

11— pr)uslf3a < (R)™ / (2) 2 de

R™\Br

< <R>QQ/ <$>72q|uj|2dm < <R>2qHuj”%z)qL2 (2.63)
R

< (RY 5] yap2 < CHR)™

pour une certaine constante C' > 0. Cela va nous permettre de montrer que la sous-suite
{u;,} converge dans L*(R™) en montrant que ¢’est une suite de Cauchy. En effet, soit € > 0 et
prenons R > 0 assez grand de sorte que C(R)? < §. Comme la sous-suite {pgu;, } converge
dans L?(R"™), elle est de Cauchy et il existe N € N tel que

12 N,j2N = |lpruj = prugllzz <5

= [y, — uj, |2 < llpr(ws, — i)z + (1 = pr)uy,

2+ |1 = pr)u;, [l 2

<e+e+e
- +-+-=e
—2 4 4

Comme € > 0 était quelconque, cela confirme que la sous-suite {u;, } est bien de Cauchy dans
L*(R™). 0
2.8 Pseudolocalité

Si A:S(R") — S'(R™) est un opérateur linéaire continu, alors son support est le support
de sont noyau de Schwartz K4 :

supp A := supp K4 C R" x R". (2.64)
Pour des sous-ensembles £ C R" x R" et S C R", on pose
E oS =prg(prp' (S) N E),

ou prg et prp sont les projections R” x R” — R” sur les facteurs de gauche et de droite
respectivement.

Remarque 2.45. Si S est compact et F est fermé, alors E' o S est fermé. En effet, dans ce
cas, son intersection avec tout compact est I'image par pr d'un compact, donc est compacte,
ce qui montre que E o S doit étre fermé.
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FIGURE 1 — L’ensemble F o S

Proposition 2.46. Si A: S(R") — S'(R") est un opérateur linéaire continu, alors

supp(A¢) C supp(A) osupp(¢) V ¢ € C°(R").

Démonstration. 1l faut montrer que

(supp(A) o supp(¢))® C (supp(Ap))*. (2.65)

Pour ce faire, remarquons d’abord que par la Défintion 1.28, le complémentaire du support
d’une distribution tempérée u € S'(R™) est donné par

(supp(u))® = {z € R" | I € S(R") tel que ¥(z) # 0 et Yu = 0}.

Pour zy € (supp(A) o supp(¢))°, soit donc p € C((supp(A) o supp(¢))?) C C(R") une
fonction lisse & support compact telle que p(xq) # 0. Par la Remarque 2.45, une telle fonction
existe bien puisque (supp(A) o supp(¢))® est ouvert. Dans ce cas, pour 1) € S(R™), on a que

(p(A9)) () = Kalp(z)y(2)9(y)) = 0,
puisque (py)) W ¢ a son support a l'extérieur de supp(K4). Ainsi,
p(A9) =0 = xo € (supp(Ag))*,
ce qui montre qu’on a bien 'inclusion (2.65). O

Définition 2.47. Le support singulier d'une distribution tempérée u € S’(R") est I'en-
semble

suppsing(u) = {z € R" | 3¢ € S(R") telle que ¢(x) # 0 et pu € S(R™)}°.

Le support singulier est un ensemble fermé. De plus, on a clairement que

suppsing(u) C suppu et suppsing(u) =) = u € C*(R").
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Exercice 2.48. Montrer que le support singulier du noyau de Schwartz K4 d’un opérateur
pseudodifférentiel A € U7 (R™) est contenu dans la diagonale :

suppsing(K4) C © = {(z,y) e R" x R" | z = y}.

Indice : Montrez d’abord que (z —y)*K4(x,y) est différentiable autant de fois que 'on veut
en prenant |«| assez grand.

Définition 2.49. Un opérateur linéaire continu A : S'(R") — S’(R") est pseudolocal si

suppsing(Au) C suppsing(u) V u € S'(R").

Proposition 2.50. Les opérateurs pseudodifférentiels sont pseudolocau.

Démonstration. Soit A € ¥ (R™) un opérateur pseudodifférentiel et v € S’'(R™) une distri-
bution tempérée. On doit montrer que

suppsing(u)® C suppsing(Au)‘. (2.66)

Soit zg ¢ suppsing(u) et soit p € CX(R™) une fonction telle que p = 1 pres de zg et
supp(p) C suppsing(u)®. Alors

u=1u +uy avec u;=(1—pluetuy=pucCr (R").

Ainsi, Auy € S(R™), donc suppsing(Au) = suppsing(Auy) et zog ¢ suppuy. Soit ¢ € C2(R™)
une autre fonction lisse a support compact telle que ©(xg) = 1 et (1 — p) = 0. Dans ce cas,

YAU = PA(1 — p)u = Au,
ot A est I'opérateur pseudodifférentiel ayant pour noyau de Schwartz

Ki(x,y) = ¥(x)Ka(z,y)(1 = p(y)).

Par notre choix de ¢ et p, ce noyau de Schwartz a son support disjoint de la diagonal, donc
par I'Exercice 2.48, K7 € C*(R" x R") et donc A € W_>°(R"). Ainsi, par le Lemme 2.30 et
le fait que 1 est une fonction a support compact, on voit que

VAU = Au € CX(R") = x¢ ¢ suppsing(Au;) = suppsing(Au),

établissant bien l'inclusion (2.66).
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2.9

Exercices supplémentaires

. Montrer que tout opérateur linéaire continu A : §'(R") — S(R™) possede un noyau

de Schwartz dans S(R?").

. Démontrer le lemme de Borel, a savoir que pour des nombres a, € C arbitraires

spécifiés pour chaque av € N, on puisse toujours trouver une fonction lisse f € C*(R")
ayant Z a,x® pour série de Taylor a 'origine.
aeNy

. Montrer que la quantification de Weyl ¢y possede un inverse oy : U7 (R") —

S™(R™; R™) tel que oy (A)(z,€) ~ e 2P P (A). Montrer de méme que pour tout
AcUm(R"), B U7 (R"), on a

ow (Ao B)(z,) ~ e2PePv=LeDo) (g (A) (x, €)ow (B)(y, 1))

z=y,§=n

. Soit a € 8L (R?;R?) le symbole d'un opérateur elliptique. Montrer que pour r > 0

suffisamment grand, 'intégrale

1 [/ 1 d 0 1 [*d ,
_ i0\gH) — Sl ))do
21 Jo  a(x,re?) dea(x,re ) 211 Jo  do og(a(z,re™))

est bien définie et est égale & un entier indépendant de r et de x € R2. Concluer qu’il
existe un opérateur elliptique A € U'(R?) tel que la classe d’équivalence o1(A) €
S'71(R%;R?) de son symbole principal ne contienne aucun symbole b ne s’annulant
nulle part.
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3 Opérateurs pseudodifférentiels sur une variété lisse

Pour que la notion d’opérateur pseudodifférentiel ait un sens sur une variété lisse, il faut
d’abord vérifier que ces derniers se comportent bien sous I'action d’un difféomorphisme.

3.1 Invariance par changement de coordonnées

Si 2 C R™ est un ouvert, posons
CF(Q)={ueSMR") | suppu € Q} et C,®R") ={ueS'(R")| supp(u) € Q},

ou V &  indique que la fermeture de V' est un sous-ensemble compact de 2. Remarquons
qu'un élément u € C;°°(R™) définit une fonctionnelle linéaire continue

w: C®(Q) — C
¢ = u(@) = u(ye),

ou ¢ € CX(N) est tel que ¢ = 1 sur supp(u). On vérifie aisément que cette définition ne
dépend pas du choix d'une telle fonction 1. La fonctionnelle u est continue au sens ou

|u(¢)| < C'maxsup |D|,
lo|<k K

ou K est un sous ensemble compact de 2 contenant supp(u) et C' > 0, k€ Ny sont des
constantes ne dépendant que de u. Soit F': Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts
de R™. On a alors une opération de rappel

Fr: C(QY) — C2(9)

0] — ¢oF. (3.1)

Lemme 3.1. Le rappel s’étend par continuité en une application F* : C7°(2) — C_*>°(Q).

Démonstration. Comme pour la densité de S(R"™) dans S&’(R"), on peut montrer que C°(€2)
est dense dans C_>°(§2) pour la topologie faible induite par les semi-normes u — |u(¢)|

pour ¢ € C*®(Q2). Pour voir comment la définition de F* peut s’étendre a C~>°(§'), soit
u € C(Q) C C>(8). Alors pour ¢ € C>*(Q),

(Fu)o) - |

Q

(F*u)(x)(x)dz = / u(F(2))$(x)dz
(3.2)

= [ ul)olGatw)ldy = u(lTel6"),

olt on a posé r = G(y) avec G = F~! et ol Jg est le Jacobien de G. Puisque le rappel
G* : C>®(Q2) — C>(&') est continu et que |Jg| € C(£'), cela montre que pour un élément
u € C, () quelconque, on peut définir F*u par

Fru(¢) = u(|Je|G"¢), ¢ € C*(Q).

L’application F™* : C_>°(2") — C.>°(2) est alor clairement continue. O
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Maintenant, si A : S(R") — S’(R™) est un opérateur linéaire continu tel que supp(A) &€
Q x €, alors A induit une application

A:C®(Q2) = C>(Q).
Cela suggere de définir I'image
Ap : C=(Q) = C°()
de A par F par Ap = G* o Ao F*.
Lemme 3.2. Le noyau de Schwartz de Ap est donné par

Kap(z,y) = (G x G)'Ka-|Ja(y)] sur Q xQ.

Démonstration. Pour ¢, € C*(€Y), on a que

(Aro)(¥) = (G*(A(F*9)))(¥)
— A(F*0)(| e | F*0) = Ka((|Tr| F*9) B F*6) (33)
= Ka((I771F*) R |Jp|(F*(1J6])9)) = (G x G)* Ka(¥ B (|Jc|9)),

d’ou le résultat. O

On peut maintenant établir I'invariance par changement de coordonnées des opérateurs
pseudodifférentiels.

Théoreme 3.3. Soit A € VT (R") tel que supp(A) € Q X Q pour un ouvert Q@ C R". Si
F :Q — Q est un difféomorphisme lisse, alors Ag : C®(Q)) — C*(Y) est un élément de
U (R™).

Démonstration. Puisque A € U7 (R™), son noyau de Schwartz est donné au sens des distri-

butions par
1

e a(, €)d

e a(x,
(2m)" /]R
pour un certain symbole a € SZ(R™;R"). Par la densité de S_°(R™;R") dans S (R"; R")
pour la topologie induite par celle de Sgl (R™;R™) pour m’ > m, on peut supposer que

a € S .°(R™ R™) en autant qu’on utilise les normes || - ||y pour arriver au résultat. Soit
donc p € C(Q2) une fonction telle que p(z)p(y) = 1 pour (z,y) € supp(A), de sorte que

Ka(x,y) = I(p(x)p(y)a(z,§)).

Soit aussi y. € C*(R} x R}) une fonction telle que pe =1 pour |z —y| < § et p(z,y) =0
pour |x —y| > €, olt € > 0 reste a déterminer. Posons alors

KA(xa y) =

Ka, = I(pep(x)p(y)a(z, ),
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de sorte que AL = A— A, € W >°(R"), le support de son noyau de Schwartz étant disjoint de
la diagonale. On a donc automatiquement que (AL)p € U >°(R") et il reste a montrer que
(Ao)p € Y (R™). Par le Lemme 3.2,

1
(27)"

Kiaplo9) = e [ e 006 ), ). €) ()l (3.4)

ou b(x,y,&) = pe(x,y)p(z)p(y)a(zx, §). Par le théoreme de Taylor avec reste de Laplace,

G(r) = G(y) =T(z,y) - (x —y),

ou T'(x,y) est une fonction lisse & valeurs matricielles. Puisque dG(y) = T'(y,y), on voit que
T(x,y) est une matrice inversible pour = y. Par continuité, T'(x,y) reste inversible pour
(x,y) € supp(A) avec |z — y| < 2¢ pour € > 0 suffisamment petit. C’est le € que 1'on choisira
pour définir A,.

Dans ce cas, en supposant que a € S_°(R"; R™), on peut faire le changement de variable

n="T(z,y)"¢
dans (3.4), ce qui donne

1 (x—y)-
(27T>n/ ez, y,m)dn

c(z,y,m) = b(G(x),G(y), (T(x,y)")"'n)|Ja(y)|| det T(z, y)| "

Comme G et T sont des applications lisses, on peut établir les estimations suivantes laissées
en exercices :

avec

lellvm < Kllalniwm,  lellvm < Kllal|vikm-
Donc a € S™"(R";R") = ¢ € S™(R*;R") et un argument de densité¢ de S_>*°(R™;R")
dans S7(R™; R") pour la topologie induite par celle de 87 (R™; R") permet de conclure que

(A)p € VI (R™) avec Ka,), = I(c).

F

]

3.2 Définition des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété
fermée

Soit X une variété lisse de dimension n. On suppose qu’elle est fermée, c’est-a-dire qu’elle
est compacte et sans bord. Sur X, on peut aisément définir les opérateurs régularisants en
termes de leur noyau de Schwartz :

Qe T >(X) < KgeC®X x X;Qp), (3.5)

ou Qp = 7 avec mp : X x X — X la projection sur le facteur de droite et 2 =
IA"(T*X)| — X est le fibré des densités. Contrairement a une n-forme, une densité peut
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toujours étre intégrée canoniquement, et ce, méme si la variété X n’est pas orientée ou
orientable. L’action de @ sur les fonctions lisses f € C*(X) est alors donnée par

@mmzémmwmw,

ou l'intégration se fait en 2’ avec la densité déja incluse dans le noyau de Schwartz K.
Remarquons que 'espace C*°(X) est naturellement un espace de Fréchet. Si {U;} est une
recouvrement fini de X par des cartes locales F; : U; — R”™ telles que U; € V; pour une
carte locale F; : V; — R™ plus grande, alors la topologie de C*°(X) est en fait induite par les
semi-normes

vk = sup max |DY((F; 1) u)(@)|.
z€F(U;) lel<k

lu

Par rapport a cette toplogie, un opérateur régularisant @ € W~°°(X) induit une application
linéaire continue

Q: C®(X) = C(X).

Pour définir des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre plus grand, il faut permettre au
noyau de Schwartz d’avoir des singularités le long de la diagonale

Dy ={(r,z) e X x X |z € X}.
Grace au Théoreme 3.3, cela peut se faire de maniere cohérente en utilisant des cartes locales.

Définition 3.4. Un opérateur linéaire continu A : C*°(X) — C>®(X) est un opérateur
pseudodifférentiel d’ordre m sur X si :
(i) Pour ¢,v¢ € C*(X) des fonctions ayant des supports disjoints, il existe K € C*(X x
X;Qp) tel que pour tout u € C*(X),

¢@mwmm=Lmewx

(ii) Pour toute carte locale F' : Y — R™ sur un ouvert & C X, ainsi que pour tout
Y e CP(U), il existe B € U7 (R") tel que

A(pu) = FY(B((F~)*(du))) ¥V u € C*(X).
On dénote par U™ (X) 'espace des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m sur X.

Exemple 3.5. Chaque opérateur différentiel sur X est un opérateur pseudodifférentiel.

3.3 Symbole principal

Soit {U; } ez un recouvrement de X par des cartes locales F; : U; — R™. Soient p; € C°(U;)
des fonctions telles que {p?};cz est une partition de I'unité pour le recouvrement {U;}icz.
Pour A € U(X), on peut pour chaque i € Z considérer 1'opérateur

A; = pijoAop;
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avec noyau de Schwartz
Ky, ($7 y) = pi(z)KA(xv y)pi(y)a
ou K4 est le noyau de Schwartz de A sur X x X. En termes de la carte Fj, il y a un noyau
K; tel que
Ka(z,y) = (F < Fy) Ki(z, y)d(Fi(y)).

Par définition de W™ (X), pour chaque ¢ € Z, il existe un symbole a; € SZ(R™; R™) tel qu'au

sens des distributions,
1 I
Kilo) = (o [ @ ateg)de ) d

S™(T*X) =Y pFySI(R™RY),
ST X) = S™(T*X)/S™ T X),
ou on a utilisé I'identification 7" Xy, = T*R"|p, @) = Fi(Us) x RE.

Définition 3.6. Le symbole principal d’un opérateur A € U™ (X) est la classe d’équiva-
lence o,,(A) € ™ M(T*X) donnée par

om(A)(T) = Z ai(z;, &), TeT'X

i,7(T)€Esupp(pi)

Posons

ou 7 :T*X — X est la projection canonique et & = ( z.17 ...EM) € R est tel que
T = F* < Zé']dx]) , (E(?T(T), Zé’gdx]) e T*R".
J

Proposition 3.7. Le symbole principal de A est indépendant du choix de recouvrement
{U; }iez et de la partition de l'unité {p?}ier. De plus, il donne lieu d une suite exacte

0 Pm=l(X) —= U (X)) 22 Sm-0(T* X ) — 0. (3.6)

Démonstration. D’abord, si {p?};er est un autre choix de partition de I'unité subordonnée
au recouvrement {U; };cz, alors modulo les noyaux de Schwartz d’opérateurs dans W1 (X),
on a que

oi(@)Ka(z,y)e;(y) = 0;(x)* Ka(z,y) + ¢;(x)(0;(y) — ¢j(2) Ka(z,y)
= 0(2)’Ka(z,y) + (2)Kiap,(z,y)
= @2 (x)Kal(z,y), car[A p;] € U (X)),

(3.7)

= @) (pi(x)Kalz, v)pi(y) + pi(x) Kpp, a))

= o (@)pi(x)Kalz,y)pily), car [pi, Al € U™ (X).

i
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Ainsi, si 7,,(A) dénote le symbole principal par rapport la partition de 'unité {¢; };c7, alors

om(A) =) @ (@)on(A) = on(A) € S™ (T X),

jeT

d’out I'indépendance du choix de partition de l'unité. Supposons maintenant que {W;},cs
est un autre recouvrement par des cartes locales G; : WW; — R". En utilisant une partition
de l'unité {p;;}ijerxa telle que supp ¢;; C U; N W, il suffit, pour établir I'indépendance du
choix de recouvrement, de montrer que o,,(A) se transforme de la maniere attendue sous un
changement de coordonnées.

Soit donc F' : Q@ — Q' un difféomorphisme pour des ouverts de R™ avec 2 = U; N W;.
Dans la preuve de l'invariance par changement de coordonnées, le changement de symbole
sous un difféomorphisme est donné par

alw,,€) = a(Glx),G(y), (T(e,y)") ") det(T(x, )| aly)l, G =F".

Or, le symbole principal reste le méme si on pose = y. Comme T'(x,z) = dG(z), on a que
a(z,2,€) = a(G(z), G(z), (dG(2)") 7€) € S™(T*Y). (3.8)

C’est précisément comment une fonction sur 7*() se transforme sous un changement de
coordonnées :

Oy’ T
axidx — &= dF7 (§).

y=F) = dy =3 Pt = gy =Yg,
i J ,J

Ainsi, le difféomorphisme F' : Q — Q' avec inverse G induit 'application

F*: T — T*Q
(2,6) = (G(x),dF"(£)) = (G(x), (dGT)71E),

et donc une application
Co(T* Q) — C=(T*Q)
a — aoF*

avec ao F*(x,€) = a(G(z), (dG(z)T)~1€). Autrement dit, le symbole principal se transforme
bien comme une fonction sur 7*Q, donc que ,,(A) € S™ H(T*X) est bien défini. L’exacti-

tude de la suite est claire.
O]

Presque toutes les propriétés que nous avons établies pour U7 (R™) on un analogue pour
Um(X)
(i) Composition : en utilisant des partitions de 'unité, on se ramene au cas de la com-
position sur R";
(ii) Régularité elliptique et construction de paramétrices;
(iii) Action sur les espaces de Sobolev.
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Définition 3.8. un opérateur A € U™ (X) est elliptique si son symbole principal o,,(A)
est inversible au sens ot il existe o,,,(A)™" € ST I(T*X) tel que

Om(A) Lo (A) = o(A)o,(A) ' =1
dans S~H(T* X).
Théoréme 3.9. Si A € V(X)) est elliptique, il existe B € WV~"(X) tel que

Ri=BA—-1de€ U >(X) e Ry=AB—1Ide U ®(X).

Démonstration. La preuve est similaire a celle sur R" mais la sommation asymptotique est
prise dans S™(T*X). O

Corollaire 3.10 (régularité elliptique). Soit A € V™ (X)) est un opérateur elliptique. Pour
k.0 € R, il existe une constante C > 0 telle que si u € L3(X) et v € Li(X) sont des
fonctions telles que

Au =,

alors

ez,

<C (Jlellzz +llulzz ) -
En particulier, si u est une distribution telle que Au € C*(X), alors en fait u € C*(X).

Démonstration. On utilise la paramétrice du Théoreme 3.9 et on procede comme dans les
preuves du Corollaire 2.38 et du Théoreme 2.31. O

3.4 Espaces de Sobolev sur une variété fermée

Sur une variété fermée X munie d’'une métrique riemannienne g, on pose
L*(X)={f: X — C mesurable | / |f|?dg < oo}, (3.9)
X

ol dg est la densité associée a g. C’est un espace d’Hilbert avec produit scalaire
(s = [ g, f13 = [ 1#Pdg (310
X X

Evidemment, la norme || - || 2 dépend du choix de g, mais la topologie induite elle ne dépend

pas de ce choix.

Définition 3.11. Pour k£ € R, I'espace de Sobolev d’ordre k£ sur X est donné par
LAX)={feC™X)|PfecLl*(X)VPcU"X).

La topologie de L?(X) est 'unique topologie telle que P : L?(X) — L*(X) est continue pour
tout P € Uk(X).

59



Etant donnée la définition des opérateurs pseudodifférentiels sur X, on a que u € Li(X)
si et seulement si pour toute carte locale F': U — R™ et pour tout p € C°(U),

F.(pu) == (F~')"(pu) € Li(R").

Avec un recouvrement fini {(U;, F;)}iezr de cartes locales et une partion de I'unité associée
{pi}ier, on peut définir une norme induisant la topologie de L2 (X),

lullz ) = D I(E)-(pau)llz (3.11)

i€

avec produit scalaire associé

(w,0) 2000 = D _(F)u(piu), (F)u(pi)) 12

1€l

L’espace de Sobolev L%(X) peut donc étre vu comme un espace d’Hilbert.

Notre maniere de définir les espaces de Sobolev sur X implique immédiatement qu’un
opérateur A € ¥™(X) induit une application linéaire continue A : L2 (X) — L*(X). Plus
généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 3.12. Un opérateur A € W™(X) définit une application linéaire continue
At L (X) = Li(X)
pour tout k € R.

Démonstration. Soit {U;}ier un recouvrement fini de cartes locales. Alors {U; x U;} est une
recouvrement fini de la diagonale ® x dans X x X. Soit p; € C(U; X U;) une partition de
'unité au sens ot ) . p; = 1 dans un voisinage de la diagonale. Soit A; 'opérateur avec noyau
de Schwartz p; K 4. Alors par le Théoréme 2.37 appliqué a (F;), o A; o F;* € W7 (R™), on voit
que A; induit une application linéaire continue

A; L (X) = Li(X).

Or, A—3"..;A; € ¥°(X), puisque le support de son noyau de Schwartz est disjoint de
la diagonale. On peut donc supposer que A € U~>°(X). Dans ce cas, si {p;}ier est une
partition de 'unité associée a {U;};cz, le résultat découle en appliquant le Théoreme 2.37
aux opérateurs

(Fj).opy0 AogioF

pour 7,7 € L. ]

En ce qui concerne la compacité des inclusions d’espaces de Sobolev, on a 'analogue
suivant du Théoreme 2.44.

Théoréme 3.13. Pour k > k', Uinclusion L3(X) C L, (X) est compacte si et seulement si
k> K.
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Démonstration. Si k = k', I'inclusion correspond a lapplication identité Id : L3(X) —
L3(X) et une suite donnée par une base hilbertienne de L?(X) n’admet pas de sous-suite
convergente. Si k > k', soit {u;} une suite bornée de L?(X). Si {(; }icz est une partition de
I'unité associée a un recouvrement fini de X par des cartes locales F; : U; — R"™, alors il suffit
d’appliquer le Théoreme 2.44 aux suites {p;u;} pour chaque i pour obtenir une sous-suite
{u;,} convergeant dans L3,(X). O

Corollaire 3.14. Un opérateur A € U=°(X) pour § > 0 induit un opérateur compact
A LX) — Li(X)
pour tout k € R.

Démonstration. Comme on a un diagramme commutatif

L} (X) = L} 5(X)
U
L(X)
avec la fleche verticale correspondant & l'inclusion Lj_ 5(X) C L3 (X), le résultat découle

donc des Théorémes 3.12 et 3.13. O

Ce dernier résultat a d’importantes conséquences pour les opérateurs pseudodifférentiels,
notamment pour les opérateurs elliptiques.

3.5 Opérateurs de Fredholm

On peut utiliser le résultat de compacité du Corollaire 3.14 pour montrer que ’action
naturelle d’un opérateur elliptique sur un espace de Sobolev est un exemple d’opérateur de
Fredholm. Avant d’arriver a ce résultat, il est souhaitable dans un premier temps de présenter
les bases de la théorie des opérateurs de Fredholm.

Définition 3.15. Soient B; et By deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire continu
T : By — B, entre deux espaces de Banach est de Fredholm si ker T" et coker T' := By /T'(B;)
sont de dimensions finies. Dans ce cas, ’indice de T est

ind(T") = dim(ker T') — dim(coker T').

Comme l'indique le lemme suivant, I'image d’une opérateur de Fredholm est automati-
quement fermée.

Lemme 3.16. Si le conoyau coker T d’un opérateur linéaire continu T : By — By est de
dimension finie, alors son image T'(By) est fermée dans Bs.
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Démonstration. Comme T est continu, le noyau ker 7" est un sous-espace fermé de B;. En
remplagant au besoin B par le quotient By := B/ ker T" muni de la norme

lullo = inf_lu— v,

on peut donc supposer sans perte de généralité que T est injectif. Maintenant, par hypothese,
il existe un sous-espace W C B; de dimension finie tel que

By =T(By) @ W.

Alors I'opérateur
T : Bl ew — BQ
(u,w) = Tu+w

est une bijection. Par le théoreme de ’application ouverte, son inverse est continu, donc
T(B1) =T1 (B @ {0})
est bien un sous-espace fermé. n

Exemple 3.17. Si B; = C™ et By = C", toute application linéaire T : By — Bj est de
Fredholm. De plus,

dimB; = dimker 7'+ dim7'(B,) et dim By = dimcoker T + dim 7'(B,),
de sorte que l'indice est donné par
ind(7") = dim By — dim By = m — n.
En dimensions finies, I'indice de T" ne dépend donc que des dimensions de B; et Bs.

Exemple 3.18. Si {f;}ien est une base d'un espace d’Hilbert H, soit T}, : H — H l'opérateur
défini par T f; = fiyx. Alors Ty est Fredholm avec ker T}, = {0} et {f1,..., fx} est une base

de coker Ty, donc ind T, = —k. Pour k € Ny, on peut aussi définir un opérateur de Fredholm
T :H— H par
0, 1 <k,
Tikfi B { fi—k7 P> ka

dont l'indice est indT_;, = —k.

Il est utile de considérer une situation plus générale ou dimker7" < oo et I'image de T’
est fermée, mais ou coker T' n’est pas nécessairement de dimension finie.

Proposition 3.19. Soient By et By deux espaces de Banach. Les assertions suivantes sont
équivalentes pour T : By — By un opérateur borné :
(i) dimkerT' < oo et T'(By) est fermé dans By ;
(ii) Chaque suite {f;} bornée dans By telle que T f; converge dans By posséde une sous-
suite convergente dans By .
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Démonstration. (ii) = (i) : Dans ce cas, la boule unité de ker T" est compacte, donc ker T’
doit étre de dimension finie. Par le théoreme de Hahn-Banach, ker T" possede un supplémen-
taire topologique By C B :

By =kerT & B,y.

Par la condition (1), il existe une constante C' > 0 telle que
Il < CITfll2 V€ Bo, (3.12)

ot || - ||; est la norme de B;. En effet, sinon, il existerait une suite {f;} de By avec ||f;|[1 = 1,
mais [|Tf;]|2 < % Donc T'f; — 0, ce qui par la condition (i) indiquerait qu'il existe une
sous-suite { f;,} convergeant vers un certain f € By C By tel que T'f = 0, donc vers f = 0,
contredisant le fait que || f;,||1 = 1 pour tout 7. On a donc bien une estimation de la forme
(3.12), ce qui implique que I'image de T est fermée.

(i) == (1) : Soit {f;} une suite bornée de B, telle que {T'f;} converge dans By vers q € Bs.
Ecrivons fi = g; +h; avec g; € kerT et h; € By, ou By est un choix de supplémentaire
topologique pour ker " C B;. Or, comme T est injectif lorsque restreint a By, le théoreme de
I’application ouverte montre qu’il existe une constante C' telle qu’on a de nouveau ’estimation
(3.12). Comme

Th; =Tf;, = Th; — q € Bs,

cela montre que la suite {h;} est convergente. En particulier, la suite {h;} est bornée, ce
qui implique que la suite g; = f; — h; est aussi bornée. Puisque ker 7" est de dimension
finie, on peut extraire une sous-suite {g;, } qui converge dans ker 7', de sorte que la sous-suite
fi; = gj, + hj, converge dans B;. O

Définition 3.20. On dénote par L(By, By) 'espace des opérateurs linéaires continus de B,
vers Bs. Il est muni de la norme

7112
/11

\T1) = sup{|Tflls | £ € Br. [1f]l = 1} = sup{ feB {0}}.

Proposition 3.21. 5i T € L(By,By) satisfait l'une des assertions de la Proposition 3.19,
alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout S € L(By,Bs),

1) dimker(7T'+ S) < dimker T,
|S]| < C = ¢ 2) (T'+ S)(By) est fermé dans B,
3) ind(T'+ S) =ind(T") (ind(7T") = —oo lorsque dim coker T' = 00).

Démonstration. Supposons d’abord que 1" est une bijection. Par le théoreme de ’application
ouverte, on sait alors que T~! € L(By, B;). Ainsi, T+ S = T(Id+7-'S) est une bijection
pourvu que ||[T71S]| < 1, c’est-a-dire des que

1

S]] < -
1T
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La proposition est donc vérifiée dans ce cas.
Si maintenant T est injectif, alors par le théoreme de ’application ouverte, il existe une
constante C' > 0 telle que

Il < CITfll2 < CIT + S)fll2 + SISl VS € By

L

56> on a alors que

Pourvu que ||| <
[flle < 2C[(T + ) fll2,

ce qui montre que T+ S est injectif avec une image fermée. Reste donc a établir la propriété 3)
dans ce cas. Pour ce faire, supposons d’abord que dim coker T' < co. On peut alors trouver un
supplémentaire topologique W C By de T'(B;). Soit q : By — By /W la projection canonique.
Alors

qoT : By — By/W

est une bijection, donc par I'argument précédent, g o (T'+ S) : By — By/W est aussi une
bijection pour ||S|| assez petit. Ainsi,

ind(T"+S5) = —dimW =ind T

et la propriété 3) est vérifiée. Si au contraire, on sait seulement que dim coker 7' > v, alors il
existe un sous-espace W C By de dimension v + 1 tel que W NT(B;) = {0}, c’est-a-dire que
qoT : By — By /W reste injectif. Donc par le théoreme de I'application ouverte, pour ||S||
assez petit, g o (T + S) sera aussi injectif, de sorte que dim coker(7 + S5) > v.

En appliquant ces résultats & 7'+ S avec ||S]| < 55, on voit que

1 1
{STI9 < Yol dimcoker(T'+ S5) >v} et {S||9] < Yol dim coker(T + 5) = v}

sont ouverts dans {S | ||S]| < 35} pour v € Ny. Comme cet ensemble est connexe, il faut
donc que dim coker(7" + S) soit constant sur cet ensemble, d’out

dim coker (7" + S) = oc.

Finalement, supposons que N = kerT" # {0}. Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe
un supplémentaire toplogique By C By a N :

By =By,d N.
Par Pargument précédent, (T + S)|g, est injectif avec image fermée pour ||S|| assez petit et
codim((7 + S)(By)) = codim T'(By) = codim T'(By).

Posons N’ = ker(T + S) de sorte que N'N By = {0} et By = N' @& W & By avec W un
sous-espace vectoriel de dimension finie. En particulier, N & N’ & . Dans ce cas,

dimker(7 + S) < dimker T,
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T + S a une image fermée et
ind(7T' + S) = dim N’ — (codim (T + S)(By) — dim W)
= dim N 4+ dim W — codim T'(B;)
=dim N — codim7T'(B,) = ind T
O

Corollaire 3.22 (Invariance par homotopie). L’indice ind : F(By, Bs) — Z est une fonction
continue sur le sous-ensemble ouvert F(By, By) C L(By, Ba) des opérateurs de Fredholm. En
particulier, c’est une fonction localement constante.

Remarque 3.23. Pour B; = B, = H = L*(R"), I'indice induit une bijection
ind : mo(F(H,H)) — Z,
voir par exemple [Ati67].

Corollaire 3.24. SiT € F(B1,Bs) et K € L(By,By) est un opérateur compact, alors T+ K
est de Fredholm avec

ind(7+ K) =indT.

Démonstration. Si {f;} est une suite bornée de B; telle que (T' + K)f; converge dans Bs,
alors puisque K est compact, on peut extraire une sous-suite { f;, } telle que {K f;,} converge
dans By. On en déduit que T'f;, = (I'+ K)f;, — K f;, converge aussi dans B,. Comme 1" est
Fredholm, par la Proposition 3.19, en extrayant une sous-suite si nécessaire, on peut supposer
que {f;} converge dans B;. Par la Proposition 3.19, cela montre que dimker(7 + K) < oo
et que I'image de T'+ K est fermée.

Or, on a le méme résultat pour 7'+ zK avec z € C. Comme C est connexe, on conclut
par la Proposition 3.21 que ind(7 + zK) = ind(7T") pour tout z € C. O

Pour le prochain corollaire, nous aurons besoin d’introduire la notion d’ajoint.

Définition 3.25. L’espace dual d’un espace de Banach B; est 1’espace de Banach B} des
fonctionnelles linéaires continues f : B; — C muni de la norme

[f1ls; = sup{[f(u)| | v € By, [ully =1}
De méme, I’adjoint d'un opérateur T € L(By, By) est Uopérateur T* € L(B5, B}) donné par

(T*f)(u) = f(Tw), pour f € By, u € By.

Lemme 3.26. Si l'image d’un opérateur T' € L(By,Bs) est fermée, on a une identification
canonique
ker T* = (coker T')*.
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Démonstration. Dans ce cas, coker T = By /T(B;) est un espace de Banach et son dual est
naturellement identifiée avec les fonctionnelles linéaires continues

f By — C
s’annulant sur T'(B;), donc telles que T*f = foT = 0. O]

Corollaire 3.27. Si T\ € F(By,Bs) et Ty € F(By,Bs) sont des opérateurs de Fredholm,
alors TyTy € L(By, Bs) est aussi un opérateur de Fredholm avec

ind(757Y) = ind(7%) + ind(77).

Démonstration. Comme T} et T, sont de Fredholm, ils satisfont a la propriété (ii) de la Pro-
position 3.19. Clairement, 7577 satisfera aussi a cette propriété, donc par la Proposition 3.19,
dimker(7277) < o0

et I'image de T5T] est fermée. Ainsi, on aura que
dim coker(757}) = dim ker((7571)") = dimker 7775 .

Or, comme T3 induit une application T3 : ker(777y) — ker(7}) ayant pour noyau ker T, on
aura que
dim coker(T5T1) = dim ker 77Ty < dim ker T} 4 dim ker T3y

= dim coker T} + dim coker Ty < o0,

ce qui montre que 7577 est bien un opérateur de Fredholm. Pour relier son indice avec ceux
de Ty et T, considérons I’homotopie

A(t) _ IdQ 0 Id2 cost — Id2 sint T1 0
0 TQ Idg sint Idg cost 0 Id2

avec A(t) € L(By @ Ba, By @ Bs). Par le résultat précédent, A(t) est de Fredholm pour tout

t. Comme
o Tl 0 ™ - 0 —Id2
A(O)_< 0 T2> ot A(E)_<T2T1 0 )

on voit par 'invariance par homotopie de I'indice du Corollaire 3.22 que
ind(T}) + ind(73) = ind A(0) = ind A(g) — ind(TyT1).
O

Corollaire 3.28. Un opérateur T € L(By,Bs) est de Fredholm si et seulement s’il existe
S1, Sy € L(By, By) tels que

SlT = Idl +K1 et TSQ = Idg +K2

avec Ky € L(By, By) et Ky € L(Bs, By) des opérateurs compacts. Dans ce cas, Sy et Sy sont
ausst de Fredholm avec
ind(S;) = —ind(7T"), j=1,2.
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Démonstration. =) Si T est de Fredholm, alors il existe un supplémentaire topologique By
de ker T'" dans B; et un supplémentaire topologique W de T'(3;) dans By :

Bl =kerT D BO et BQ = T(Bl) D W. (313)

En particulier, 7" induit une bijection T": By — T'(B;) et son inverse S’ est une application
linéaire continue. Soit S € L(Bs, Bi) l'opérateur donné par S|pp,) = S" et S(w) = 0 pour
tout w € W. Alors

ST=Id-II; et TS=Id-Il,

avec I et Ily les projections sur kerT' et W = cokerT' induites par les décompositions
(3.13). Comme kerT et W sont de dimensions finies, les projections II; € L(By,B;) et
I, € L(Bs, By) sont automatiquement compactes.

<) Sion a S et Sy comme dans I’énoncé, alors T" est de Fredholm, car par le Corollaire 3.24,

dimker 7" < dimker(Id +K3) < oo et dimcoker 7' < dim coker(Id +K3) < oc.
Pour voir que Sy et S5 sont nécessairement de Fredholm, notons que
SlTSQ = 51 + SlKQ = SQ + Kng,

ce qui montre que S; — Sy est compact. Ainsi, S3T — Id; et T'S; — Idy sont aussi compacts,
ce qui montre par I'argument ci-haut que S et S, sont de Fredholm. Par les Corollaires 3.24
et 3.27, on a donc que

c’est-a-dire que ind(S;) = —ind(T). O

3.6 Quelques conséquences pour les opérateurs elliptiques

Le Corollaire 3.28 a la conséquence suivante pour les opérateurs elliptiques sur une variété
fermée.

Théoréme 3.29. Pour tout k € R, un opérateur elliptique A € W™ (X) induit un opérateur
de Fredholm
ALy, (X) = Li(X). (3.14)

Démonstration. Puisque A est elliptique, il existe une paramétrice B € W~ (X) telle que
Ei=AB—-1d e V"(X) et FEy;=DBA-1de ¥ *(X).
Par le Théoreme 3.12, I'opérateur B induit une application linéaire continue
B: LX) = L, (X)
pour tout k£ € R. De plus, par le Corollaire 3.14, E; et Es induisent des opérateurs compacts
By LA(X) = LA(X) et BEy:Li . (X)— Li, . (X)

pour tout k € R. Le résultat découle donc du Corollaire 3.28. O
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Par régularité elliptique, ker A C C*°(X) et le noyau de 'opérateur (3.14) ne dépend pas
du choix de k. En fait, il en est de méme pour 'indice de l'opérateur (3.14). Pour le voir,
remarquons dans un premier temps que sur R”, on voit en utilisant la transformé de Fourier
et la description (2.47) que le produit scalaire L? se prolonge en un couplage non-dégénéré

L2(R™) x L2, (R") — C
(u,v) = (u,v) e = ﬁ Jgn QOdE.
Ce couplage établit donc une relation de dualité entre L2 (R") et L?, (R™) permettant d’iden-
tifier le dual de L2(R") avec L?, (R™). Sur une variété fermée X, il est clair en utilisant une

partition de I'unité que la méme chose se produit, c’est-a-dire que le produit scalaire L? se
prolonge en un couplage non-dégénéré

Li(X) x L2,(X)
(u, v)

induisant une relation de dualité entre L2(X) et L?,(X). Autrement dit, ce couplage induit
un isomorphisme anti-linéaire

C

)1 (3.15)

_)
'_>

L2(X) = (Li(X))”

v — <-,’U>L2. (316)

Maintenant, comme sur R™, un opérateur A € W™ (X) possede un adjoint formel A* €
U™ (X) tel que
(Au,v) 2 = (u, A*v) 2. (3.17)
Cette définition dépend bien stir du produit scalaire L? qu’on choisit. D’autre part, 'opérateur
A peut étre vu comme une application linéaire continue

At L, (X) > LX),

et de ce point de vue possede aussi un adjoint Aj : (L3 (X))* — (L, (X))* au sens de la
Définition 3.26. Ces deux notions d’adjoint sont en fait reliées. En effet, comme l'identité
(3.17) se prolonge par densité en une identité

(Au,v) 2 = (u, A) 2 Vu € L, (X), Yv € L? (X)), (3.18)

on voit que sous 'isomorphisme (3.16), ’adjoint formel A € W~""(X), vu comme un opérateur
A* L2 (X) — L%, (X)), est identifié avec adjoint A}, puisque

Ar((u)pe) = (A u) e = (-, A*u) e Yu € L2 (X).

Supposons maintenant que A € U™ (X) soit un opérateur elliptique. Dans ce cas, 1'adjoint
formel est aussi elliptique, puisque o,,(A*) = 0,,(A). Son noyau est donc de dimension fini
avec

ker A* C C®(X) C L*(X)

par régularité elliptique. L’identification entre A; et A* donne aussi une décomposition or-

thogonale
LX) = A(LE,,(X)) © ker A°

via la relation (3.18), ce qui établit le résultat suivant.
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Proposition 3.30. Si A € V(X)) est elliptique, alors l'indice de l'opérateur de Fredholm
A Ly (X) = Li(X)
ne dépend pas de k et est donné par
ind A = dimker A — dim ker A*
avec A* € ¥™(X) l'adjoint formel de A par rapport au produit scalaire L?.

Corollaire 3.31 (Alternative de Fredholm). Si A € V™ (X) est un opérateur elliptique
formellement auto-adjoint, c’est-a-dire que A* = A, alors

ind A =0.

En particulier, Uopérateur A induit un opérateur bijectif A: L2 (X)) — Li(X) si et seule-
ment son noyau est trivial.

Exemple 3.32. Si pour £ > 0, un opérateur A € \Ilg(X ) est elliptique, alors l'opérateur
D = A*A+1 € U*(X) est aussi elliptique, puisque son symbole principal est donné par

01(D) = o1 (A) (05 (A) + 1= |ox(A) +1> 0.

Comme (A*)* = A, c’est de plus clairement un opérateur formellement auto-adjoint. Si
u € C(X) est dans le noyau de D, alors

AU, AU>L2 + <u, U>L2

0= (u, Du)r2 = (u, (A*A+ 1)u);
=
= [[AulZz + [lullZ> = llullz:,

ce qui montre u = 0, et donc que le noyau de D est trivial. Par le Corollaire 3.31, 'opérateur
D est donc inversible.

En particulier, I'opérateur D induit un isomorphisme
D: L}(X) — L*(X),
si bien que la topologie de L7 (X) est induite par la norme associée au produit scalaire
(u,v)p := (Du, Dv)2, w,v € Li(X). (3.19)

De méme, L’inverse D! de D : L*(X) — L*,(X) peut étre utilisé pour définir un produit
scalaire
(u,v)p-1 = (D 'u, D" ") 2, w,v € L*,(X), (3.20)

dont la norme induit la topologie de L?,(X). Cela confirme que la topologie de L% (X)
induite par la norme (3.11) ne dépend pas du choix de recouvrement fini et de partition de
I'unité subordonné, car comme D et D! sont des isomorphismes, on peut utiliser de maniere
équivalente les normes des produits scalaires (3.19) et (3.20) pour définir la topologie de
Li(X) pour k>0 et k < 0.
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Exercice 3.33. A l'aide d'une partition de 'unité et de la Proposition 1.26, montrer que
les fonctions lisses sont denses dans L?(X). Utiliser alors les isomorphismes donnés par les
opérateurs D et D! ci-haut pour montrer que les fonctions lisses sont aussi denses dans
L3 (X) pour k # 0.

Lorsqu’un opérateur elliptique est inversible, on peut donner la caractérisation suivante
de son inverse.

Corollaire 3.34. Si A € U™(X) est un opérateur elliptique tel que A : L2, (X) — L3(X)
est inversible pour un certain k, alors son inverse est un élément de W™ (X).

Démonstration. Soit B € W~ (X ) une paramétrice pour A, de sorte que BA = Id+K; et
AB =1d+K; avec Ky, Ky € U~°(X). Par la régularité elliptique, A est aussi inversible en
tant qu’application A : C*°(X) — C*>°(X). Ainsi,

BA=1d+K, = B=A"+ KA —= A '=B- KA,
AB=1d+K;, —= B=A"'4+ A'K, — A '=B - A'K,.

On a donc que
A'=B-KA'=B—-K|(B-A'K))
- B - KlB -+ KlAilKQ.

Comme K, et K, sont des opérateurs régularisants, 'opérateur K; A=K, induit une appli-
cation

KA K, - C°°(X) — C™®(X).

A l'aide d’'un argument a partir de partitions de 'unité, on déduit du numéro 1 des exercices
supplémentaires du Chaptire 2 que K; A7 Ky, € U~°(X). On a aussi que K;B € U~°(X),
donc A~ € U"™(X) avec A~ — B € U™(X). O

3.7 Opérateurs pseudodifférentiels agissant sur les sections d’un
fibré vectoriel

En géométrie différentielle, plusieurs exemples importants d’opérateurs différentiels sont
obtenus en dérivant des sections d’un fibré vectoriel plutot que des fonctions. Tous les ré-
sultats que nous avons vus jusqu’a présent sur une variété fermée se généralisent bien a ce
cadre. En effet, comme les fibrés vectoriels (de classe C*°) sont localement triviaux, quitte
a ne considérer que des cartes locales F; : U; — R™ sur lesquelles les fibrés vectoriels que
I’on souhaite considérer sont triviaux, on peut définir les opérateurs pseudodifférentiels et les
espaces de Sobolev essentiellement comme dans le cas du fibré en droites trivial.

En effet, pour le fibré trivial E, := R" x C? — R" de rang ¢ sur R", on peut définir
I'espace de Sobolev d’ordre k des sections de E, canoniquement par

Ly(R™; E,) = Ly(R") ®c C7,

alors que l'espace des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m agissant des sections de E),
vers les sections de E, est défini canoniquement par

U (R Ey, E,) = V2 (R") ®c Hom(CP, CY)
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avec loi de composition spécifiée par
(A®c M)o (B®c N) = (AB)® (M o N) € U™ (R", E,, F,)

pour A € U™ (R"), B € U7 (R"), M € Hom(C%,C") et N € Hom(C?,CY). Si E — X et
F — X sont des fibrés vectoriels sur une variété fermée X, on peut donc utiliser ces modeles
locaux pour définir 'espace de Sobolev L?(X; E) d’ordre k associé aux sections de F, ainsi
que l'espace U(X; E, F') des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m agissant des sections
de E vers les sections de F'. Si h est une métrique hermitienne pour le fibré E et g est une
métrique riemannienne sur X, notons qu’on peut définir un produit scalaire L? par

<u,U>L2/ h(u,v)dg, pouru,v € L*(X;E).
X

Lorsque E = F, il sera aussi commode d’utiliser la notation U™ (X; E) pour dénoter les
opérateurs pseudodifférentiels d’ordre m agissant des sections de E vers les sections de F.
Dans ce cadre, le Théoreme 3.12 se généralise notamment de la maniere suivante.

Théoréme 3.35. Un opérateur A € V(X E, F) induit une application linéaire continue
A 12 (X B) = L2(X; F)
pour tout k € R.

Comme pour le passage de U2 (R") a U™ (X), le passage de V(X)) a V(X E, F)
requiert des ajustements en ce qui a trait a la définition du symbole principal. Si

m:T*X =5 X

est la projection canonique du fibré cotangent, alors le symbole principal d’'un opérateur A €
U™(X; E, F) ne sera plus une fonction sur 7% X, mais une section du fibré 7*(Hom(E, F')) =
Hom(n*E, 7*F) au-dessus de T*X. A l'aide des modeles locaux et de partitions de unité,
on peut définir I'espace

S™(T*X; 7" Hom(E, F))

des symboles d’ordre m a valeurs dans 7* Hom(F, F'), ainsi que de la classe d’équivalence
S™U(T* X 7* Hom(E, F)) = S™(T* X; 7* Hom(E, F))/S™ Y(T* X ; 7* Hom(E, F)).

On peut montrer comme dans le cas des fibrés en droites triviaux qu’il existe un symbole
principal
O U™(X; B, F) — S™W(T*X; 7* Hom(E, F))

induisant une suite exacte
0—= V" YX; B F)—=V"(X; E, F)-2 S W(T*X; 7* Hom(E, F)) — 0.

Cette notion de symbole principal est compatible avec la composition des opérateurs pseu-
dodifférentiels au sens ou

Omim/ (A0 B) = 0p(A) 0 0, (B) € S™™ (T X 7* Hom(E, H))
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pour A € U™(X;F,H) et B € U™ (X;E,F). Lorsque E = F de sorte que le commutateur
[A, B] a un sens, remarquons toutefois qu’on n’a pas nécessairement que [A4, B] € ¥ 1(X; E)
lorsque E n’est pas un fibré en droites, puisque o,,(A) ne commute pas nécessairement avec
g m/(B )

Définition 3.36. Un opérateur A € U (X; E, F) est elliptique s’il existe une classe de
symbole [b] € S~ W(T*X: Hom(F, E)) telle que

[Dlom(A) = [Idg] € S MN(T*X;7* End(E)) et o0,(A)[b] = [IdF] € S U(T*X; 7* End(E))
avec Idg et Idp les sections «identité» pour 7* End(E) et 7* End(F).

En utilisant cette définition, tous les résultats obtenus jusqu’a présent pour les opéra-
teurs elliptiques de U™ (X)) se généralisent aux opérateurs elliptiques de ¥ (X; E, F') d’'une
maniere naturelle. On laisse les détails au lecteur. En pratique, pour calculer le symbole prin-
cipal d'un opérateur différentiel A € Dift™(X; E, F') d’ordre m, on peut utiliser la formule
suivante :

om(df) = lim h™e~i 0 Ao ek, feC®(X) (3.21)

h—0

ou df € C®(X;T*X) est la différentielle de X. On peut vérifier en coordonnées locales que
cela correspond bien au symbole principal.

Exercice 3.37. Vérifier en utilisant la formule (3.21) que le symbole principal d'un opérateur
différentiel A € Diff"(X; E, F) est représenté par un symbole polynomial homogene d’ordre
m au sens ol

Tm(A)NE) = A0, (A)(E) VA ER.

Exemple 3.38. Si £ — X est un fibré vectoriel et VE : C*°(X; E) — C®°(X;T*X @ E) est
une dérivée covariante induite par un choix de connexion, alors par la regle de Leibniz, le
symbole principal de V¥, vu comme un opérateur différentiel d’ordre 1, est donné par

01(V)(df v = lim he™'h o VE o eity = lim idf © v,
c’est-a-dire que pour x € X,
a(VE(Ew=i®v £cTiX, vk,
ouTrX et E, sont les fibres de T* X et E au-dessus de x. Autrement dit,
o1 (VF) € C®°(T*X,7* Hom(E, T*X ® E))

est la section de 7* Hom(E, T*X ® F) qui a £ € T*X associe '’homomorphisme donné par
le produit tensoriel par ¢£. En particulier, le symbole principal est le méme pour toutes les
dérivées covariantes de F, en accord avec le fait que celles-ci different par des opérateurs
d’ordre 0, a savoir des sections de End(E). Si dim X > 1, on voit aussi que V¥ n’est pas
elliptique, puisque que le symbole principal ne donne pas un homomorphisme surjectif pour
tout £ € T X.
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Exemple 3.39. Si maintenant g est une métrique riemannienne sur X, on peut utiliser sa
connexion de Levi-Civita pour avoir aussi une dérivée covariante

VEC®(X;T*X®E) - C¥(X;T*"XT*X ® E),

de sorte qu’en appliquant d’abord la dérivée covariante de ’exemple précédent, on a un
opérateur différentiel d’ordre 2

(VEY2:C®(X;E) = C¥(X;T" X @ T*X ® E).

Or, la métrique riemannienne g induit par dualité une métrique pour le fibré cotangent, et

donc une trace
Try: T"XQT*XQFE — E

LGebLoe = g6, &e

Le laplacien associé a la métrique riemannienne ¢ et au choix de connexion sur E est 1'opé-
rateur différentiel d’ordre 2

AE: C®(X;E) — C®(X;E)

g
e —  —Tr, o(VF)2e. (3.22)

En utilisant le calcul de I'exemple précédent, on voit que son symbol principal est donné par

02(Ag)(€)e = —00(Try)(§)a1 (V) (§)ar(VE)(§)e = — Try(i€ @ i€ @ e) = g(&, €)e =: €[ge

pour £ € TrX et e € E, dans les fibres au-dessus d'un point x € X. En particulier,
si p € C(T*X) est une fonction égale a 1 dans un voisinage de la section nulle, alors
b= (1-p)¢|,? € S*(T*X;n* Hom(E, E)) est un inverse de 05(A), ce qui montre que A
est elliptique. Clairement, le symbole principal ne dépend pas du choix de connexion V*,
mais il dépend du choix de la métrique riemannienne g.

Exemple 3.40. La différentielle extérieure
d:QUX) — QI(X)

est un opérateur différentiel d’ordre 1, ou Q4(X) = C>®(X;AY(T*X)) dénote 'espace des
formes différentielles lisses de degré ¢. En utilisant la regle de Leibniz, on voit que son
symbole principal est donné par
o1(d)(df )w = lim e"ihodoethy = idf A\ w,
h—0

c’est-a-dire que o1(d)(§) = €A correspond au produit extérieur par i§ € C ®g T*X. En
particulier, sauf pour le cas o dimX = ¢+ 1 = 1, la différentielle extérieure n’est pas
elliptique, le produit extérieur par £ n’induisant pas une bijection pour tout & € T*X.

Exercice 3.41. Soit ¥ une surface de Riemann compacte. Calculer le symbole principal de
I'opérateur _
d:C®(%) — Q" (%)

défini par la structure complexe et montrer que c¢’est un opérateur elliptique d’ordre 1.
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3.8 Théorie de Hodge

Soit (X, g) une variété riemannienne fermée et orientée de dimension n et soit
d:QIX) — Q(X) (3.23)

la différentielle extérieure. L’une des propriétés fondamentales de la différentielle extérieure
est que d o d = 0, c’est-a-dire qu’elle induit un complexe

0_>QO(X)_d>Ql(X)d_>..._d>Qq(X)_d>Qq+1(X)d_,.._d,Qn(X)_)().
(3.24)
On appelle cohomologie de de Rham la cohomologie associée a ce complexe et on dénote
par
HY(X) :={w e QX) | dw=0}/{dn|neQ (X))} (3.25)

son groupe de cohomologie de degré q.

La théorie de Hodge permet de donner une description naturelle et géométrique de ces
groupes de cohomologie en faisant appel a la métrique riemannienne g. Notons d’abord que
celle-ci induit un produit scalaire L? sur les fonctions comme indiqué en (3.10). Elle induit
aussi une métrique Euclidienne (-,-), pour le fibré AY(T*X) — X, et par suite un produit
scalaire L? pour les formes différentielles de degré ¢

(w, )12 = /X (W, m)odg,  win € Q(X). (3.26)

Si {e1,...,e,} est une base orthonormale orientée de T X par rapport au produit scalaire
(+,-)g, alors
{eH:ehl/\---/\ehq |1<hy <hy<---<hy,<n}

est une base orthonormale de AY(7¥X) par rapport au produit scalaire (-,-),. Soit
d* QX)) — QYX) (3.27)

I’adjoint formel de la différentielle extérieure (3.23) par rapport au produit scalaire L?. C’est
un opérateur différentiel d’ordre 1. Une maniere efficace de décrire cet adjoint formel est
d’utiliser I’étoile de Hodge, qui est 'unique opérateur d’ordre zéro

x 0 QIX) = QVYX) (3.28)
tel que
(w2 = /Xw A 7). (3.29)

L’existence et I'unicité de 1’étoile de Hodge viennent du fait que le produit extérieur induit
un couplage non-dégénéré

A A(TIX) x A 9(T:X) — AMT:X) =R
(w,m) = w AT
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En termes d’une base orthonormale orientée {ej,...,e,} de TrX, il est facile de voir que
I’étoile de Hodge est donnée par

x(eg A - Neg) =e€gr1 A+ Aep. (3.30)
En particulier, si w est une forme différentielle de degré ¢, on a que
wxw = (—1)1"Dy, (3.31)
Lemme 3.42. L’adjoint formel d* de la différentielle extérieure est donné par

d'n = (—1)”(‘1_1)“ xdxn pour n€ QUX).

Démonstration. En utilisant le théoréme de Stokes, on calcule que pour w € Q97 1(X) et
n € QI(X),

X X X
= (—1)q/ wAdxn= (—1)‘1/ w A (_1)(nfq+1)(nf(nfq+1))+1 sxd % 1)
X X
= (_1)n(Q—1)+1/ WA *(*d*n) — <w7 (_1)n(q—1)+1 *d*77>L2'
X

]

La formule du Lemme 3.42 nous permet de déterminer le symbole principal de d* a partir
de celui de d comme suit pour n € AY(TFX) et £ € TFX,

o1 (d)(€)n = (=1)" TV oy (xdx)y = (=1)"7DF s (i A (+)).
En considérant le cas n =e; A--- Ae, avec § = eg et £ = e,11, on vérifie alors que
o1 (d*)(§)n = —itexn), (3.32)
ot £# € T, X est le vecteur tel que £ = g(&7,-).

Définition 3.43. L’opérateur de Hodge-deRham associé a la métrique g est 'opérateur
différentiel d’ordre 1

d+d ém(X) = ém(X).

Le laplacien de Hodge est le carré de cet opérateur, A = (d+d*)?. Puisque d*> = (d*)* = 0,
on a aussi que

A =dd+dd".
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Clairement, 'opérateur de Hodge-deRham et le laplacien de Hodge son des opérateurs
formellement auto-adjoints par rapport au produit scalaire L? sur les formes différentielles.
Ce sont aussi des opérateurs elliptiques comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.44. L’opérateur de Hodge-deRham est un opérateur elliptique d’ordre 1, donc en
particulier le laplacien de Hodge est un opérateur elliptique d’ordre 2.

Démonstration. Par 'Exemple 3.40 et I’équation (3.32), le symbole principal de 'opérateur
de Hodge-deRham est donné par

or(d+dx)(&)n = i(§ An — texn).

Comme £(E#) = g(&#,&7) =: \5!3 et que { A& = tertex = 0, on voit donc que le symbole
principal du laplacien de Hodge est donné par

02(A) () = (o1(d +d") (&))" = te# 0 (§A) + (EA) 0 1ex = [¢]5,

c’est-a-dire que o3(A)(€) correspond a la multiplication par |¢]2. Comme dans I’Exemple 3.39,
ce symbole principal est donc inversible et A est elliptique. Si b est un inverse de o9(A), alors
boi(d 4+ d*) sera un inverse de o1(d + d*), ce qui montre que d + d* est aussi un opérateur
elliptique. O

En particulier, les noyaux de A et d+ d* sont de dimensions finies et constitués de formes
différentielles lisses.

Lemme 3.45. On a que
ker A = kerd Nkerd* = ker(d + d*) C Q*(X).

Démonstration. Clairement, on a que
ker d Nkerd* C ker(d + d*) C ker A.
Inversement, on a que

wekerA = (Aw,w)r2 =0

= (d"dw,w) 2 + (dd*w,w)r2 =0
= (dw,dw) 2 + (d*w,d*w)2 =0
= [ldwl[Z: + [[d"w][7. =0

_—

w € kerdNkerd” C ker(d+ d").
O
Les éléments du noyaux du laplacien de Hodge sont appelés les formes harmoniques.
Comme le laplacien de Hodge préserve le degré d’une forme, on a une décomposition
ker A = EB ker A

q=0
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avec A? dénotant le laplacien de Hodge agissant sur les formes différentielles de degré ¢. Soit
N1, ...,n une base orthonormale de ker A par rapport au produit scalaire L?. La projection
orthogonale sur les formes harmoniques est alors donnée par

14

Mw = (w,n;)27;-

j=1
Comme 7); est une forme lisse, on a automatiquement que Il € ¥~>°(X; A*(T*X)).

Proposition 3.46. Il existe un unique opérateur G € W1 (X; A*(T*X)) tel que
Gd+d") = (d+d")G =1d —IL

Démonstration. Comme 'opérateur de Hodge-deRham est formellement auto-adjoint, I’'opé-
rateur

(Id —I1)(d + d*)(Id 1) : (Id —T1) L23(X; A*(T* X)) — (Id —I1) L2(X; A*(T* X)),

est inversible. Ainsi, 'opérateur GG est forcément donné par l'inverse de cet opérateur lors-
qu’agissant sur (Id —IT) L?(X; A*(T* X)) et par 'action triviale lorsqu’agissant sur ker(d-+d*).
Reste a montrer que G est bien un opérateur pseudodifférentiel. Pour ce faire, soit ) &€
U1 X; A*(T*X)) une paramétrice pour (d + d*) :

Qd+d)=1d+R, et (d+d)Q=I1d+R,
avec Ry, Ry € U~®°(X; A*(T*X)). Dans ce cas,

QUId—TI) = Q(d + d*)G = Id +R,)G = G = Q(Id—TI) — RyG,
(Id-INQ = G(d+ d*)Q = GId+R,y) = G = (1d —I1)Q — GR,.

En substituant la deuxieme équation dans la premiere, on obtient donc

G =Q(Id-TI) — &G = Q(Id —1TI) — R, ((Id —I1)Q — GR,)
= Q(Id—TI) — R,(1d —I1)Q + R, GR;.

Les deux premiers termes & droite sont dans U~ (X; A*(T*X)) et U~°(X; A*(T*X)). Pour
ce qui est du dernier terme, il est tel que

RiGRy : C°(X; A*(T7 X)) — C(X; A (T X)),

c’est-a~dire qu'il transforme toute distribution a valeur dans A*(7*X) (un courant) en une
forme différentielle lisse. Comme dans la preuve du Corollaire 3.34, on voit par ’exercice
supplémentaire 1 du Chaptire 2 que RiGRy € U~>°(X; A*(T*X)). H

Corollaire 3.47. L'opérateur Ga := G* € U72(X; A*(T* X)) est tel que
GAA = AGA = 1d —IL
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Remarque 3.48. Comme d + d* commute avec G, il commute aussi avec G = G2.
Théoréme 3.49 (Décomposition de Hodge). On a la décomposition orthogonale

LX(X; A (T*X)) = ker A @ d(L3(X; AY(T*X))) @ d*Li(X; A*(T* X))
= ker A @ dQ2*(X) @ d*Q*(X)

par rapport av produit scalaire L?. Pour les formes différentielles lisses, cette décomposition
mduit la décomposition

O (X) = ker A @ dQ*(X) & d*Q*(X).

Démonstration. Par la Proposition 3.46, on a la décomposition
L*(X; AN (T X)) =ker A @ (d + d*) L3 (X; A*(T*X)).

Montrons que les images de d et d* sont orthogonales. En effet, pour w € Q*(X) et n € Q*(X),
on a que
(dw,d* V)2 = (d®w, V)2 = 0. (3.33)

En utilisant le fait que le produit scalaire L? induit un couplage non-dégénéré

L2 (X5 AT X)) x LI(XGAN(TrX)) — R
(Wﬂ?) = <w777>L27

on voit par densité de Q*(X) dans L?(X; A*(T*X)) que la relation (3.33) reste vraie pour
w,n € L3(X; A*(T*X)). Pour établir que la décomposition se restreint de la maniere indiquée
aux formes différentielles lisses, il suffit de noter que si w € Q*(X), alors

w=Ildw=((d+d")G+ 1w =Iw + dGw + d*Gw

avec Gw € Q*(X) grace a la Proposition 3.46. O

La décomposition de Hodge permet entre autres de donner la description suivante de la
cohomologie de de Rham.

Corollaire 3.50. I existe un isomorphisme naturel
ker A= HY(X),

ou AY est le laplacien de Hodge restreint aux formes de degré q. En particulier, les groupes
de cohomologie de de Rham HY(X) sont de dimensions finies.

Démonstration. Si w € ker A4, par le Lemme 3.45, dw = 0. En tant que forme fermée, la
forme w représente donc une classe de cohomologie [w] € HY(X). On a donc une application
naturelle
j: kerA? — HI(X)
woo= (W)
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Par l'orthogonalité de la décomposition de Hodge, cette application est injective. Elle est
aussi surjective, puisque pour w € Q4(X) avec dw = 0, on a que

(w,d* )2 = (dw,n)2 =0 Vn € Q™(X),
donc la décomposition de Hodge donne
w=p+dv

p € ker A, et v € Q771(X), ce qui montre que [w] = j(u). O
Corollaire 3.51 (Dualité de Poincaré). L’étoile de Hodge induit un isomorphisme

% : ker A? — ker A"79, (3.34)
donc un isomorphisme H1(X) = H"1(X).
Démonstration. Par les Lemmes 3.42 et 3.45, on a que

wekerA <= wekerdNkerd” <= *w € kerdNkerd" <= *w € ker A,

ce qui montre que 1’étoile de Hodge induit bien une application de la forme (3.34). Par la
formule (3.31), cette application doit forcément étre un isomorphisme. O]

3.9 Spectre d’un opérateur elliptique

Soit P € U™ (X; E) un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m > 0 sur une variété fermée
X.

Définition 3.52. Le spectre de P est ’ensemble

Spec(P) ={\ € C|(P—\): L?(X;FE) = L*(X;E) n’est pas inversible}.

Comme la proposition suivante I'indique, si m > 0, soit I'opérateur (P — \) n’est jamais
inversible, soit il I'est pour presque tout A.

Proposition 3.53. Si P € V™(X;E) avec m > 0 est un opérateur elliptique tel que
Spec(P) # C, alors ind(P) = 0 et Spec(P) est un sous-ensemble discret de C.

Démonstration. Siind(P) # 0, alors par le Corollaire 3.24, pour tout A € C,
ind(P — \) = ind(P) # 0,

ce qui implique que P — X n’est pas inversible et donc que Spec(P) = C. Ainsi, si on a que
Spec(P) # C, il faut nécessairement que ind(P) = 0. Dans ce cas, soit Ay € C\ Spec(P),
de sorte que P — )¢ est inversible. Par le Corollaire 3.34, son inverse )y est un élément
de U~"(X; F). En particulier, par le Corollaire 3.14, 'opérateur )y induit un opérateur
compact

Qo: L*(X;E) = L*(X; E). (3.35)
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Or comme
(P=A)=(P—=2X—(A=X)) = (P — A)(Idg —(A = X0)Q0),

on voit que

A€ Spec(P) = A# X\ et ker(P—\)# {0},
— ker(Idg — (A — Xo)Qo) # {0},

= Qo —

3 —E)\o n’est pas inversible.

Or, comme l'opérateur (3.35) est compact, le seul point d’accumulation possible de Spec(Q)
est 0 € C, voir par exemple [Bre05, Théoreme VIL.8]. Ainsi, si {\;} est une suite d’éléments
distincts de Spec(P), cette suite est telle que soit la suite {(\; — X\g) ™'} converge vers 0, soit
elle ne converge pas. Dans les deux cas, la suite {\;} ne peut converger vers un point de C,
ce qui montre que Spec(P) n’a pas de point d’accumulation et est donc un sous-ensemble
discret. O

Pour les opérateurs elliptiques formellement auto-adjoints, on peut donner une description
plus détaillée du spectre.

Théoreme 3.54 (Décomposition spectrale). Si P € W"(X; E) avec m > 0 est un opérateur
elliptique formellement auto-adjoint, alors Spec(P) est un sous-ensemble discret de R de
cardinalité infinie. De plus, on a une décomposition orthogonale

L*(X;E)= P EA (3.36)
A€Spec(P
par rapport au produit scalaire L?, ot Ey = ker(P — /\) est l’espace propre associé a la valeur
propre A € Spec(P).
Démonstration. Comme P est formellement auto-adjoint, son indice est nul par le Corol-
laire 3.31. Par le Corollaire 3.24, on a donc que
ind(P—\) =ind(P)=0 VAeC.

Ainsi, si A € Spec(P), alors il existe ¢ € C*(X; E) tel que (P —A) =0 et [[¢]|2 = 1. Dans
ce cas, B B
A=) = A=), ¢)L
= (MY, ) — (U, )2 = (P, ¥) 2 — (U, PY) 2
= (P, ¢) 2 — (PY,¢Y)2 =0, car P = P",
ce qui montre que A = \, c’est-a-dire que A € R. On en déduit que Spec(P) C R. Par la

Proposition 3.53, c’est en fait un sous-ensemble discret de R. Si A et Ay sont des éléments
distincts de Spec(P), alors pour ¢y € E), et 19 € E),, on a que

(A1 = A2) (V1Y) 1, = (P1,¥2) 12 — (1, Pba) 2 = (Pr,a) 2 — (P1,¢9) 2 = 0,

ce qui montre que (¢, 19)r2 = 0. La décomposition (3.36) est donc bien orthogonale. Pour
voir qu'elle contient bien tous les éléments de L*(X; E), soit Ay € R\ Spec(P). Alors la
décomposition (3.36) correspond a la décomposition spectrale de I'opérateur auto-adjoint
compact Qo = (P — X\g)™', qui est bien une décomposition de L?(X; E), voir par exemple
[Bre05, Théoreme VI.11]. O
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Exemple 3.55. Le spectre du laplacien de Hodge est positif, car

Aw = dw, [wllpz=1 = A= (w,Aw) > = {(d+ d*)w, (d + d")w)) 2 = ||(d + d*)w]|]32 > 0.

3.10 Exercices supplémentaires

1.

Pour d < n, soit R"™¢ C R” linclusion canonique. Montrer que l’application de
restriction S(R") 3 u — ulgn-a € S(R"™%) s’étend en une application linéaire continue

Li(R") — Ly 4 (R"™)

d
pourvu que k > 3.

. Montrer que pour k > %, 'application S(R") x S(R") > (u,v) — uv € S(R") s’étend
)

en une application bilinéaire continue L7 (R™) x Li(R"™) — LZ(R™).

Soit (X™, ¢g) une variété riemannienne fermée de dimension n et A le laplacien associé.
Pour un certain k£ > 7, soit u € L2(X) une fonction telle que Au = u* + f pour

f € C(X). Montrer qu'en fait u € C*(X).

Soit X une variété fermée de dimension n > 2. Montrer qu'un opérateur différentiel
P € Diff'(X) ¢ W'(X) d’'ordre 1 agissant sur les fonctions n’est jamais elliptique.

Soit (X, g) une variété riemannienne fermée et orientée. Montrer que les espaces
propres des valeurs propres strictement positives du Laplacien de Hodge A : Q*(X) —
2*(X) sont tous de dimension paire. Si dim X n’est pas un multiple de 4, montrer
aussi que l'espace des formes harmoniques est aussi de dimension paire.

Soit X une variété fermée. Soit R > ¢t — (g, wy, J;) une famille lisse de structures
kéhlériennes, ou g; est la métrique kahlérienne, J; est la structure complexe compatible
et wy = gi(Jy-,-) est la forme symplectique associée. Montrer que la dimension du
groupe de cohomologie de Dolbeault H?4(X, J;) ne dépend pas de t. Les faits suivants
seront utiles :

(a) Z dime HP(X, J;) = dime H*(X;C), o H*(X;C) est le groupe de cohomo-

ptq=k
logie singuliere de X de degré k a coefficients dans C;

(b) HP4(X, J;) est isomorphe au noyau de opérateur A; : QP4(X, J;) — QP9 X, J;),
ou A, est le laplacien de Hodge associée a la métrique g, et QP(X, J;) est 'espace
des formes de type (p,q) de la variété complexe (X, J;). En particulier,

X)) = @ X,

p+q=k
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4 L’équation de la chaleur
L’équation de la chaleur est une équation parabolique. Pour la résoudre, on peut aussi

en quelque sorte utiliser des opérateurs pseudodifférentiels. Ceux-ci devront toutefois avoir
une définition adaptée au probleme. Commencons par regarder ce qui se passe sur R”.
(4.1)

A = Z D2 — _ 5
= =0
(4.2)

4.1 L’équation de la chaleur sur R"
le laplacien sur R™. Dans ce cadre, ’équation de la chaleur prend la forme
u une fonction sur R"™ x [0, 00),

Dénotons par

ot

= —Au,
Ulrnx {0} = U, (conditions initiales).
Pour résoudre cette équation, prenons la transformée de Fourier dans le facteur R™ de chaque

(s

. g2 A )
i = el o est la solution.

—

coté de I’équation, ce qui donne
ot ~
8_7; = —|§|2U, t >0,
(conditions initiales),

{ ,&|t=0 = ’&07
En prenant 'inverse de la transformée de Fourier, on obtient
u(z,t) = F e 1 ) (2),

fxh(z) = . flz —y)h(y)dy

Or, si
est le produit de convolution sur R”, il est bien connu que pour f, h € S(R"),

Firem© = [ ([ fo-mhniy) do
= / e f(2)h(y)dzdy en posant z =z — ),
R2n

([ s ([ emnmar) = Fn@rme

Ainsi, par (1.25), on a que
u(z,t) = .7-"_1(6_”5' )
(4.3)

Autrement dit, on obtient que
u(x,t) = —
(z,1) /Rn (4mt)2



_lz—y[?

Définition 4.1. La fonction 6(4 :)t% sur R} x R} x (0,00) est le noyau de la chaleur
du laplacien A sur R™. Pour chaque ¢t > 0, c’est le noyau de Schwartz d’'un opérateur

K; € U_>°(R™) ayant pour symbole a gauche, a droite ou de Weyl

oc(Ky) = op(K,) = ow(K,) = e .

t

Pour cette raison, on utilise aussi la notation e™** pour dénoter 'opérateur K.

. e , L o
Puisque lim e "€° = 1, en prenant la transformée de Fourier inverse au sens des distribu-
t—0

tions, on obtient que

_Ja—y?
e 4t

lim —
t—0 (47rt) 2

En termes d’opérateurs, on a donc que

=d(x —y) = dp.

lime ™ = 1d,
t—0

ce qui est en accord avec les conditions initiales quune solution de I’équation de la chaleur
doit satisfaire.

Théoréme 4.2. Pour ug € L*(R"™), ’équation de la chaleur (4.1) posséde une unique solu-
tion
u(z,t) = e Pug(x)

telle que 9 = —Au € L*(R") pour tout t > 0 et

u(-,t) € L*(R") Vt€[0,00) avec limu(-,t)=uy dans L*(R").

t—0
De plus, sur R™ x (0,00), u est une fonction lisse.

Démonstration. Soient u; et us deux solutions. Alors pour ¢ > 0, comme 1, — uy € LQ(R”) et
A(uy—uy) € L2(R™), on voit par régularité elliptique, plus précisément par le Corollaire 2.38,
que u; — uy € L2(R™). Ainsi, toujours pour ¢ > 0, on a que

0
gl = wellze = 2(ur — uz, —Aur —ua))r,
2
= —WH €](Tiy — 1)]|72 <0, en utilisant la transformée de Fourier.
T n
Comme

lin [lur — w3 = [luy — woll3 =0,

il faut donc par le théoréme des accroissements finis que ||u; —uz||3, = 0 pour tout ¢ € [0, c0),
d’oll u1 = us. Les propriétés du noyau de la chaleur induisent les propriétés énoncées pour
la solution. En particulier, comme @ = e €@, décroit rapidement & Dinfini pour ¢ > 0, on
voit par le plongement de Sobolev que

u(-,t) € ﬂ L}(R™) c C*(R™) pourt > 0.
keR
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Comme % = —Au et que les opérateurs % et A commutent, on a plus généralement que
ok k
donc que u est lisse en t pour ¢t > 0. O

Lorsque t tend vers l'infini, le noyau de la chaleur décroit vers zéro, par exemple en tant
que fonction bornée. On a en fait un développement asymptotique complet en termes de
puissances de v/t lorsque t — oo,

_Jz—y|?

e 1 o (=P o 1 )
(4nt)s N(m)’%g e g

k=0

Lorsque t N\, 0, a~t-on aussi un développement asymptotique en puissances de ¢t ? La réponse
dépend beaucoup de z et y. Si x = y, alors

lz—y|?
e~ 1

(4rt)z  (4nt)z

_lz—yl?

¢ décroit rapidement vers
(4mt)2
zéro lorsque t \, 0. En choisissant un systéeme de coordonnées mieux adapté au noyau de la
chaleur, on peut réconcilier ces deux propriétés radicalement opposées. Plus précisément, au

lieu d’utiliser les coordonnées z, y et £, on peut lorsque n = 1 utiliser les coordonnées polaires

y, r=+/|lr—yl?+t, 6O=arctan

tend vers l'infini lorsque ¢ \, 0. Cependant, si x # y, alors

T -y

7

(4.4)

V't

FIGURE 2 — les coordonnées polaires r et 6

Dans ces nouvelles coordonnées,

z—y=rsinf et Vit=rcosb,
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de sorte que

_lz—yl? _ (tan0)
e It e 1
T = 1 :
(4rt)2  (4m)2(rcos)!
Clairement, on alors une décroissance rapide sur les faces § = —7 et 6 = 7, alors que sur la

face r = 0, on a un développement polynomial

_ (tan®) _ (tan®)
e 4 e 4 1

(47)2 (rcosf)!  (4m)z(cosh) T

_ (tan )

Comme le coefficient (4(;)%—::059) décroit rapidement lorsque 6 — 47, les deux expansions sont
naturellement compatibles.

Pour construire le noyau de la chaleur du laplacien sur une variété fermée, on a besoin
d’une description intrinseque de ce changement de coordonnées. Remarquons que l’espace
[0,00), x [~F, 5] représenté dans la Figure 2 est une variété a coins qui n’est pas difféomorphe
a la variété a bord R x [0,00) 4. On a toutefois une application naturelle

ﬂ . [O,OO)T —%,g]g — R x [0,00)\/{

X [
(r,0) —  (rsinf,rcosf) (4.5)

envoyant la face r = 0 sur l'origine, mais sinon se restreignant a un difféomorphisme sur le
complément de cette face. L'espace [0,00), x [=7, 5]y est I’éclatement de R x [0,00) en
{0} x {0} au sense de Melrose [Mel93] :

[R x [0,00); {0} x {0}] := [0,00), x [—=, =]y (4.6)

avec application de contraction donnée par (4.5).
Plus généralement, si X est une variété a bord et Y C 90X est une sous-variété de 90X,
on peut définir I’éclatement de X en Y comme étant I’ensemble

[X;Y] = (X \Y)US*tY (4.7)
" STY = (NyV \ Y)/Rog

avec N Y le sous-ensemble du fibré normal NY = T X |y /TY de Y engendré par les éléments
de T Xy tangent au bord ou pointant vers l'intérieur de X. Ainsi, STY est un fibré STY —
Y au-dessus de Y dont les fibres sont des demi-spheres de dimensions ¢ — 1, ou ¢ est la
codimension de Y dans X. L’application de contraction

XY= X
est alors donnée par I'identité sur X \ Y et par la projection naturelle STY — Y sur STY.

Soit
c¢: NiY = X (4.8)
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un choix de voisinage tubulaire de Y dans X. Au dessus de STY, on a un fibré tautologique
de demi-droites
RZO — V

STY
ayant pour fibre au-dessus de [v] € STY représenté par v € N;;,Y \ Y la demi-droite
7 ([v]) = {\w | A€ Rsg} C NiptY-

En tant qu'ensembles, on a une identification V = [N, Y;Y] telle que I'application de
contraction correspond a ’application naturelle
: NitY
($2% )% — int (49)

([v], \v) —  Dw.

Or, clairement, en tant que fibré de demi-droites au-dessus d’une variété a bord, )V possede
une structure lisse de variété a coins. On peut donc induire une structure lisse de variété a
coins sur [X;Y] en collant STY a X \ Y via l'application

coev:V = X,

ou STY C V est vu comme la section nulle. Comme 'application de contraction 3 : [X;Y] —
X correspond a l'application (4.9) pres de STY', elle est lisse par rapport a la structure lisse
de variété a coins de [X; Y.

Proposition 4.3. La structure lisse de variété a coins de [X;Y| ne dépend pas du choiz de
voisinage tubulaire (4.8).

Démonstration. Si ¢q et ¢y sont deux voisinages tubulaires, alors dans un voisinage de
Y C NiyntY,

¢y o ¢; induit un difféomorphisme qui se restreint & l'identité sur Y. En fait, il se releve en
—_—

un difféomorphisme ¢, ' o ¢; dans un voisinage de la section nulle S*Y de V qui envoie STY
difféomorphiquement sur lui-méme.

Ainsi, si [X;Y]; et [X; Y], dénotent les variétés a coins lisses obtenues a 'aide des voisi-
nages tubulaires ¢; et ¢y, cela montre que Iapplication Id : X \ Y — X \ Y se prolonge de
fagon unique en un difféomorphisme

[l

Le bord de la variété éclatée [X;Y] se décompose en deux hypersurfaces bordantes de
codimension 1, & savoir la face frontale ff = 37}(Y) correspondant & I'image inverse de
la sous-variété Y le long de laquelle on éclate, et 571(0X \ V) dont l'intersection avec ff
correspond & un coin de codimension 2 de [X;Y].

Si on revient au noyau de la chaleur sur R", on peut utiliser la notion d’éclatement pour
décrire son comportement a la limite ¢ 0.
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Proposition 4.4. Soit
EC(R") = [R" x R" x [0, 00) /7, Orn x {0}]

espace obtenu en éclatant la diagonale ®Dgn C R™ x R™ en /t = 0. Alors le noyau de la
chaleur admet un développement polynomial sur la face frontale et décroit rapidement sur

l’autre face. De plus,
t2 Ki(z,y) € C°(EC(R™))

est en fait une fonction lisse.

Démonstration. Le cas n = 1 a déja été traité. le cas n > 1 se traite de fagon similaire,
c’est-a-dire qu’il suffit de considérer les coordonnées sphériques

Y, w A eS"lcRY, r= Ve —yl|?+t, H:arctan(’x\;gy’) € [Qg]- (4.10)

Cz -yl

On a alors que

_lz—yl? _tan?¢
"y e at e 1
r—y=wrsinf — — = - ,
Y (4nt)s  (47m)5 (r cosO)"
d’ou le résultat. O

4.2 Equation de la chaleur sur une variété riemannienne fermée

Soit (X, g) une variété riemannienne fermée et soit £ — X un fibré vectoriel. Soit
P:C®(X;FE)—C*(X;E)
un opérateur différentiel d’ordre 2 ayant pour symbole principal

02(P)(€) = I€ly-

En particulier, ¢’est un opérateur elliptique. On supposera aussi que pour un choix de mé-
trique hermitienne h pour le fibré E, 'opérateur E est formellement auto-adjoint par rapport
au produit scalaire L? induit par g et h. Enfin, on supposera que le spectre de P est positif.

Exemple 4.5. Si X est orientée et E = A*(T*X), alors le laplacien de Hodge est un exemple
d’un tel opérateur par la preuve du Lemme 3.44 et I’Exemple 3.55.

Exemple 4.6. Si VF est une dérivée covariante compatible avec la métrique hermitienne h
au sens ol

dh(el, 62) = h(VEel, 62) + h(el, VE€2>,

alors le laplacien A® de 'Exemple 3.39 est formellement auto-adjoint avec un spectre positif,
voir par exemple [BGV04, Corollaire 2.10 et Proposition 2.9].

Sur X, on considere ’équation de la chaleur

{ 9u — _ Py, uune section de E au-dessus de X x [0, 00), (4.11)

ot
Ul xxqoy = uo € L*(X; E), (conditions initiales).
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Proposition 4.7. L’équation (4.11) posséde une unique solution u telle que

Ou

Puel*X:E
ot’ u€ LAX; E)

u?
pour tout t > 0 et
lim ||u — wg||z2 = 0.
t—0

De plus, pour t > 0, la solution est lisse.

Démonstration. D’abord, si Il est la projection orthogonale par rapport a 'espace propre
de X\ € Spec(P) par rapport a la décomposition spectrale du Théoréme 3.36 appliquée a P,
alors
u = Z e ug (4.12)
A€Spec(P)

est une solution de 1’équation de la chaleur de la forme voulue. En particulier, pour voir que
u est bien lisse pour £ > 0, remarquons que

Pru= 3" Ne M € L(X;E) Vk €N,

AeSpec(P)

donc par régularité elliptique

ue () Ly(X; E) = C*(X; E).
keNg

De plus, comme % commute avec P et que %—”j = —Pu, on aura plus généralement que u est
lisse aussi en ¢ pour ¢t > 0.

D’autre part, pour établir I'unicité de la solution, soient u;et u, deux telles solutions.
Comme u; —uy € L*(X; E) et P(u; —uy) € L*(X; E) on voit par la régularité elliptique que
up — ug € LE(X; E). En utilisant le fait que P est formellement auto-adjoint et a un spectre

positif, on a donc que pour t > 0,

0
a”’ul — U/QH%Q = —2<U1 — UQ,P(Ul — u2)>L2 < 0.

Comme limy_,¢ [|u; — usl|3, = 0, il faut donc par le théoréme des accroissement finis que
U1 = Usg.

m
Sous la forme (4.12), on voit que la solution est telle que
tllglo HU — HOUOHLQ = O, (413)
plus précisément
|lu — Houol[2 = O(e™)  lorsque t — oo, (4.14)

ol A; est la plus petite valeur propre strictement positive de P. Remarquons aussi que,
méme si ug € L*(X;E) n'est pas lisse, la solution u a I’équation de la chaleur devient
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instantanément lisse pour ¢ > 0. Pour mieux comprendre ce changement subit, il faut mieux
comprendre la limite de la solution lorsque ¢ ~\, 0. Pour ce faire, on peut construire la solution
fondamentale de ’équation de la chaleur, a savoir le noyau de la chaleur de 'opérateur P.
Par (4.12), le noyau de la chaleur est donné par

e—tP — § e—t)\H)\

A€Spec(P)

en termes de la décomposition spectrale de P. Pour décrire la limite lorsque ¢ ™\, 0, remar-
quons qu’intuitivement, dans un systeme de coordonnées normales pour la métrique g, on
peut s’attendre a ce qu’initialement, le noyau de la chaleur du laplacien sur R™ soit une bonne
approximation du noyau de la chaleur de P. En particulier, il est naturel de s’attendre a ce
que ce noyau de la chaleur soit défini sur I'espace éclaté

EC(X) = [X x X x [0,00) 5 Dx x {0}],

ol Dy C X x X est la diagonale. Puisque ce sera effectivement 1’espace sur lequel on pourra
construire le noyau de la chaleur, on 'appellera ’espace de la chaleur de la variété X.
Soit 3 : EC(X) — X x X x [0,00) 4 I'application de contraction et considérons le fibré

Homeo(E, E) = #(pr} E® prj B*) — EC(X), (4.15)

ot pry : X x X x [0,00) 5 = X et pry : X x X x [0,00) ; — X sont les projections sur le
premier et le deuxieme facteur.

Cela suggere de faire 'ansatz suivant. L’équation de la chaleur (4.11) possede un noyau
de la chaleur K € C*(X x X x (0,00) 4); Homgc(E, E)) tel que :

(i) La solution u de I’équation de la chaleur (4.11) est donnée par

wmzémemwmm

(i) t2 K € C*°(EC(X); Homge(FE, E)).

En tant que variété a coins, I'espace de la chaleur EC(X) possede deux hypersurfaces
bordantes, & savoir la face créée par 1'éclatement de D x x {0}, qu’on dénotera ft et qu’on
appellera la face temporelle, et la face

bt = B~1((X x X \ Dx) x {0}),

le bord temporel de EC(X), qui correspond au relevement du bord de X x X x [0,00) 4
a l'espace de la chaleur EC(X).

Comme pour le noyau de la chaleur sur R™, on va aussi supposer dans notre ansatz que
la série de Taylor du noyau de la chaleur de P est triviale au bord temporel bt, c¢’est-a-dire
que le noyau de la chaleur K et toutes ses dérivées s’annulent en bt. Pour que K soit un
noyau de la chaleur, il faut aussi que

(4.16)

{ lim; 50 Ok, (fo) = fo € L*(X; E) pour fy € C®(X; E),
(t0; +tA)Ok, (fo) = 0,

89



bt bt

FIGURE 3 — L’espace de la chaleur EC(X)

oit Ok, est la famille d’opérateurs associée au noyau K et paramétrée par v/¢. Remarquons
que dans I’équation (4.16), on a multiplié I’équation de la chaleur par ¢, ce qui ne change
pas la nature de I’équation, mais aura l'avantage comme on le verra de simplifier certains
calculs.
En nous appuyant sur cet ansatz, voici la stratégie que nous suivrons pour construire le
noyau de la chaleur :
Etape 1 : On déterminera d’abord formellement le terme d’ordre 0 de t2K en ft en
utilisant (4.16) ;
Etape 2 : En procédant par récurrence, on pourra alors déterminer completement la
série de Taylor de K en ft;
Etape 2 : On utilisera ensuite le lemme de Borel pour obtenir un noyau de la chaleur
approximatif K ayant la bonne série de Taylor en ft ;
Etape 3 : Le terme d’erreur de K pourra enfin étre éliminé en utilisant une sommation
de Neumann.

Etape 1 : Soit © = (x1,...,x,) des coordonnées locales sur X. Sans perte de généralité,
on peut supposer qu’au-dessus de la carte associée a ces coordonnées, le fibré E est trivial.
Alors x,2', 7 = v/t sont des coordonnées locales sur X x X x [0, 00), pres de

Dx x {0} ={(z,2',7) | x =2/, 7 =0},

ou z et x’ dénotent les coordonnées x sur le premier et le deuxieme facteur de X x X x [0, 00).
On obtient alors des coordonnées locales pres de ft, mais loin de bt, en posant
' —x

fL‘,C—T,T.

Dans ces coordonnées et en traitant x et 7 comme des parametres fixés, on a que

f*(dz") =d(r¢ +2) =7"d¢, ou da’ =dai---dx), d¢=d( - dC,.

n’
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On peut alors écrire

Kdg(z') = K ‘dfgf) de' = K ‘% rd¢ = kdC
avec d ,
k=K ' i’i(;'f) 7 € C®(EC(X): Hompo(E, E)).

Remarque 4.8. Sur EC(X), la singularité du noyau de la chaleur en v/t = 0 disparait des
lors qu’on écrit la densité dg en termes d'une densité sur EC(X).

Pour e une section de E dans 'ouvert ou les coordonnées x sont valides, on a alors que

O e)(w) = [ K(a.¢,T)ela + ),
donc que
q liny O (o) = | o G0yl = [ e, 0)c) et

Pour satisfaire aux conditions initiales de 1’équation de la chaleur, c¢’est-a-dire pour que
lir% Ok ,(e)(z) = e(x), il faut donc que
T— T

/ k(z,¢,0)d¢ = 1dg . (4.17)

Calculons d’autre part (t0;+tP)Ok,(e) = (370-+72P)Ok(e) lorsque restreint sur la face
temporelle ft, c¢’est-a-dire lorsque 7 = 0 dans nos coordonnées locales sur EC(X). D’abord,
on a que

t0;Ok, (e) = %T@TOKT2 (e) = %T@T/k;(x,g,T)e(m + 7¢)d¢

_ ! / Ok, ¢, 7))e(w + TC)dC + % / k(z, ¢, 7)[rOse(z + TO)]dC

2
=5 [ Ok et + 700G+ 5 [ ke € IC Beela + rONldC
= %/((T@T — (-0 —n)k(z,(,7))e(r +7¢)d(, en intégrant par parties,
= —% / ((¢C-0c +n)k(z, ¢, 7)) e(x + 7¢)d¢ + O(1).
(4.18)
De méme, on calcule que
70:, 0K ,(e) = /(T@xik(az, ¢,7))e(x + 7¢)d¢ + /k(as, ¢, 7)10e(x + 7¢)dC
. / (Do, k(, ¢, 7))el + 7C)dC + / (k(z, ¢, 7)) e(a + rO)dC
(4.19)

:/W%—&%@Lﬂﬂwwﬁm en intégrant par parties,
- /(a@k(x, ¢, 7))e(z +7¢)d¢ + O(7).
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Puisque par hypothese le symbole principal de P est |£ |§, cela veut dire que dans nos co-
ordonnées locales, ot on peut supposer que E est trivial et muni de la dérivée covariante
triviale,

P =—g90,,0,, + a0, + a’, (4.20)

ou on utilise la convention qu’on somme sur les indices répétés. Ainsi, en usant de (4.18) et
(4.19), on voit que

(1) vt (3 00, et s

(4.21)
Or, comme il faut que (%T@T + 7‘2P) Ok ,(e) = 0 pour que K soit bien un noyau de la chaleur,
et ce, pour toute section e a support compact contenu dans notre systeme de coordonnée,
on voit en prenant la limite 7 — 0 que K doit satisfaire a la condition suivante pour étre un
noyau de la chaleur,

(%(g -O0c +n) + giﬂ'a@a@) k(x,¢,0) = 0. (4.22)

Comme z est un parametre dans cette équation, g = g(x) peut étre vu comme une famille
de métriques euclidiennes pour ¢ € R™. De plus, remarquons que R := (- 9( est le champ de
vecteurs radial induisant I’action infinitésimale correspondant a I’action naturelle de R+ sur
R" par multiplication. Pour un point p € X fixé, en choisissant nos coordonnées de sorte que
p corresponde a = = x et que {0y, -, 0, } induise une base orthonormale de 7,,X, on a alors
que g (o) = 6 est le delta de Kronecker. Dans ces conditions, en prenant la transformée
de Fourier en ¢ dans 1’équation (4.22), on obtient que

(1612 ~ 5(~D) - (i€) — D)k = (€ + 3¢ - )k =0, (123

Or, la condition (4.17) implique qu’en £ = 0,

k’(l‘g, 07 0) = IdEp .

C’est une condition initiale pour ’équation différentielle ordinaire (4.23) spécifiant une unique

solution .
I¢|?
—e 2 Idp . 4.24
(4m)2 B ( )

Comme p était un point quelconque dans notre systeme de coordonnées, cela montre qu’il
faut que

k(20,€,0) = e7I¢F Idg, = k(20,¢,0) =

1 9(z
K(z,¢,0)dg(a") = (an)? 6_K|4( : Idgdg(¢), oudg(¢) = \/ | det g;;]d¢y - - - dG,. (4.25)

Remarque 4.9. Remarquons que K(z,(,0) est une fonction paire en ¢ au sens ou

K(z,(,0) = K(z,—(,0).
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L’équation (4.25) donne le premier terme de la série de Taylor du noyau de la chaleur sur
la face temporelle ft. Dans les coordonnées z, ¢, 7, le bord temporel bt correspond a |(| =
La décroissance rapide de (4.25) lorsque |(| — oo est donc cohérente avec notre hypothese
selon laquelle le noyau de la chaleur devrait avoir une série de Taylor triviale sur le bord
temporel.

Etape 2 : Pour trouver les autres termes de la série de Taylor de k£ en ft, on applique

I'opérateur t0, + tP a sa série de Taylor
l¢|?

k(w, ¢, 7) ~ kag ko(x,g):(zﬂ;l .

En utilisant (4.18), (4.19) and (4. 20) et notre choix de kg, on calcule que

w[3

(t0,+tP)Ok, (e Z / K (0 —C-0¢—n)— 'ja@a@.) ko + Pky_o + Qke_y | T'e(a+7¢)dC,

(4.26)
ou on a utilisé la convention que k_; = 0 et ou

Pki_5(z,¢) = (—9704,00, + @’ 0, + a®) koo (2, ¢),
et
Qke—1(z,¢) = (297 (2)0y, 0, — @ ()¢, ke (, ).

Or, si K est un noyau de la chaleur, alors il faut que la série de Taylor (4.26) soit triviale,
ce qui implique la relation de récurrence

| 1
(g”agiacj + i(c -0 +n— f)) ke = Pko_o 4+ Qky_q. (427)

Par induction, on peut supposer que k;_s et ky,_; sont déja donnés et décroissent rapidement
lorsque |(| — oo. En prenant nos coordonnées comme dans (4.23) pour prendre la transformée
de Fourier en (, cela donne

(I + & + 26 ks = —F(Phica + Qi) (1.28)

c’est-a-dire que
g 1 25 2
(5+5¢ 0¢) el ky = =l F(Phy_s + Qki—).

En posant r = [£], cette équation prend la forme
garwﬁ%) = — " P F(Phi_s + Qke_y),
ou de fagon équivalente
B, (€7 r'ky) = —2¢" TV F (Phy—y + Qkyy), (4.29)

avec condition initiale er2re/%£|7:0 = 0 puisque ¢ > 1. En termes des coordonnées sphériques
(p,w) correspondant a &, la solution de cette équation différentielle ordinaire est donc

. 2"
= —=

e / e p' L F(Phe_y + Qkyp_1)(p, w)dp. (4.30)
0
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Exercice 4.10. En procédant par récurrence sur ¢, montrer les propriétés suivantes de la
solution :

. 2
a) limky = ——F(Pki—s + Qky_1)|r—o;
r—0 E .
b) La solution k, est lisse en £ = 0 avec série de Taylor

b &
Z€+] Z€+]@]’

a€EN?

ou les coefficients a; sont tels que
—2¢" F(Pky_y + Qko_y) ~ Zaj(w)rj = Z bal?;
7=0 aeNg

¢) En termes de la variable £, on a que ky(z,-) € S(R™).

Ainsi, pour z fixé, ’équation (4.28) possede une unique solution koeS (R™). Remarquons
de plus que par unicité de la solution, on a I'implication

ke_o(x,() = tko_o(x,—() . B )
ki_i(g;’g) _ jF/fj—j(ﬂf,—C) VCER" = ki(x,() =Fhi(z,—() VCeR" (4.31)

En procédant par récurrence sur ¢, on voit donc que la Remarque 4.9 implique que
ko(z,¢) = (=1)'ky(x, —¢) V¢ €R", VI € N,. (4.32)
On peut résumer ce que nous avons obtenu jusqu’a présent par la proposition suivante.

Proposition 4.11. L’équation (4.28) détermine formellement tous les coefficients k, de ce
que devrait étre la série de Taylor de k a la face temporelle ft avec

ko(x,) € SR™) et ky(x, () = (=1 ke(z, —¢) VL EN,, V(eR"

POU7 l@ noyau K, cela donne glObalement
) tg ¢

dx’

~| en coordonnées locales.
g(z')

avec K, = ky

Etape 3 : Par le lemme de Borel, on peut trouver K tel que t2 K € C*°(EC(X); Hompc(E, E))
avec 13 K ayant une série de Taylor triviale sur le bord temporel bt et une série de Taylor
sur la face temporelle ft spécifiée par la Proposition 4.11. La famille d’opérateurs associés
agissant sur L?(X; F) est donnée par

a:):/X[?(a:,m',t)e(x’)dg(x').
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Par notre choix de K , on a que
(tot +tP)o O, = Op,,
avec R € C=(EC(X); Homge(E, E)), on
C®(EC(X); Homgc(F, E)) € C®(EC(X); Homge(E, E))
est le sous-espace des sections lisses ayant des séries de Taylor triviales en ft et bt.

Etape 4 : Pour se débarrasser du terme d’erreur Op , il est préférable de le faire agir par

convolution sur C®(X x [0, 00); E), 'espace de sections lisses de E au-dessus de X x [0, c0)
ayant une série de Taylor triviale en t = 0. Pour R € C*(EC(X); Homgc(E, E)), on définit
I'opérateur

R : C®(X x [0,00); E) = C®(X x [0,00); E)

R*U /ORts

Proposition 4.12. Pour tout R € C*°(EC(X); Homgc(E, E)), opérateur

par

Id —Rx : C(X x [0,00); E) = C®(X x [0,00); E)

est inversible avec inverse de la forme Id —S% pour un certain S € C®°(EC(X); Homgc(E, F)).

Démonstration. Pour A, B € C*(EC(X); Hompc(E, E)), on a (Ax)(Bx*) = C* avec C donné
par

ZL’ ZL‘ t / / l’ IL‘//’t - S)B(I/,,J}/,S)dg(ffll)ds-

Clairement, C' € C*(EC(X); Homgc(E, E)) = C®°(X x X x [0, 00); Homgo(F, E)). De plus,

si
k

suII)|A(x ' t)] < Lk:' et su;l)|B(x,x',t)| <Cy Vt<T,

alors on peut montrer que

tk-i—l
/ !/
21561/) |C(x,2',t)| < L LCom vVt < T,

ou L' est une constante ne dépendant que de L, Cy et de la forme volume dg, mais pas de

k € Ny. En procédant par induction et en partant du fait que |R(z,2’,t)| < Co pour t < T,
on peut donc montrer que

.
(Rx)* 1% avec  sup |Rjpq(x, 2, t)] < (L’CO)JCOF Vi <T.
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La série Z?io R; = Id+ Z;; R; = Id =S converge donc. On peut obtenir des estimations
similaires pour les dérivées, de sorte que S € C®(EC(X); Homge(E, E)). On a donc que

(Id—R#)™' =1d+ > Rj» =1d -8,
j+1

d’ou le résultat.
]

Théoréme 4.13. L’ équation de la chaleur (4.11) posséde un noyau de la chaleur e ¥ = Ok,
avec t2 K € C®°(EC(X); Homgpo(FE, E)) décroissant rapidement en bt avec

1 — .
K ~ 7 § K, K; € C>(ft; Hompo(E, E)) = S™°(TX; Hom(E, E))
2
=0

tel que
1K

ami’

KZ(%C) = (_1>ZK5<'T7 _C) et Kg(x, C) =

B

Démonstration. Le noyau de la chaleur approximatif K de I’Etape 3 satisfait a I’équation
(t0, +tP)Og, = Op, R € C*(EC(X); Hom(E, E)), lim O, =1d.
—

En termes d’opérateurs de convolution, cela donne

(t0, + tP)K  u = (t, + tP) /O t Ox, (u(s))ds

tOp  (u(s
= t(Og, (u(t))) —|—t/0 Mds

t—s

= t(Id —As)u avec A = —?.
Autrement dit, on a que B N
(O + P)K xu = (Id —Ax)u.

Soit (Id —Sx) Vinverse de Id —Ax avec S € C®(EC(X); Homgc(E, E)). Alors il suffit de
poser N N _
Kx = (Kx)(Id —S%) = K % +(Kx*)(S*),

de sorte que
(O +P)Kxu=wu pouruec C®(X x[0,00); E).
En posant C'x = ([?*)(S*) avec

t
C’(x,:v’,t):/ / K(z, 2"t —8)S(x", 2, s)dg(x")ds,
0 Jx
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on voit que

t
Oc¢, = / Of(t—s 0Qg.ds € U (X; E) Vit.
0

Comme Og, décroit rapidement lorsque s — 0 et O, est borné dans ¥°(X; E) en utilisant
la topologie de ¥¢(X; E), on voit que Og, — 0 rapidement dans ¥~>°(X; F), donc que
C € C*(EC(X);Hompc(E, E)). Ainsi, K — K = C € C*(EC(X); Homgc(E, E)), ce qui
signifie que K et K ont la méme série de Taylor sur la face temporelle ft. En particulier, on
a aussi que limy;_,o Ok, = Id dans ¥¢(X; E) pour € > 0. Finalement, on voit que

(0 + P)K *u = u.

Comme

(O + P)K xu= (0, + P)/0 Ok, .(u(s))ds = Ok, (u(t)) +/0 (0r + P)Ok, .(u(s))ds

= u(t) + /0 (0y + P)Ok,_.(u(s))ds

et puisque que u € C*(X X [0,00); E) est quelconque, il faut donc que
Le résultat découle alors de cette propriété et du fait que lir% Ok, = 1d. O]
—

On peut utiliser le noyau de chaleur pour donner une autre preuve de l'existence d'une
solution de I'équation de la chaleur. Profitons-en pour considérer la version inhomogene de
cette équation.

Corollaire 4.14. Pour f € C®(X x [0,00); E) et uy € L*(X; E), l’équation

{ 88—1; + Pu=f, wuune section de E au-dessus de X x [0,00),

u|xxqoy = uo, (conditions initiales). (4.33)

possede une unique solution
__—tP —tP
u=-e Tuyte " xf
telle que
ou

Puel?X:E
ot’ u€ LI(X; E)

u7
pour tout t > 0 et
li — =0.
lin [|lu = |2 = 0
De plus, pourt > 0, la solution est lisse.

Démonstration. L’existence est une conséquence directe de ’existence du noyau de la chaleur.
Pour I'unicité, on peut procéder comme avant. Si uy et us sont deux solutions lisses, alors

d
—[lur — usl|72 = —2(ws — ua, P(ug — uz))p, < 0.

dt

Comme (u; — ug)|i—o = ug — ug = 0, on voit par le théoréme des accroissements finis que
U] = Uy pour tout t. [
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(t+s)P _ ,—tP —sP

Corollaire 4.15. Pourt,s € R, on a que e~ e " oe

Démonstration. C’est une conséquence de 'unicité de la solution de ’équation de la chaleur,
et donc de 'unicité du noyau de la chaleur. O

4.3 Les opérateurs de classe trace

La notion de trace pour des applications linéaires sur des espaces vectoriels de dimensions
finies se généralise a certaines applications linéaires continues sur un espace de Hilbert sépa-
rable H de dimension infinie. Rappelons qu’un tel espace admet une base hilbertienne, a
savoir une suite {e;} d’éléments de H telle que

(€i,€j)u =0y Vi, j
et de sorte que le sous-espace vectoriel engendré par cette suite soit dense dans H.

Définition 4.16. Une application linéaire continue A : H — H est de Hilbert-Schmidt si

AR =D [(Aes, e5)nl* = Z | Aesl3, < oo
’-7

pour {e;} un choix de base hilbertienne, ou || - [|zs dénote la norme de Hilbert-Schmidt.
En posant, A;; := (Aej, e;)%, on a que la norme Hilbert-Schmidt
IAllRs =D 1A
i,
peut étre vu comme la norme L? de A vue comme une application

NxN — C

de ce point de vue, 'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt est un espace de Hilbert avec
produit scalaire hermitien

(A, B)ys = Z(Aei, ;) u(Bei, ;) = Z(Aei, Be;)y. (4.34)

Remarquons en particulier que si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint
A* est aussi un opérateur de Hilbert-Schmidt avec ||A*||lus = || A||ns-

Lemme 4.17. La norme de Hilbert-Schmidt et le produit scalaire de Hilbert-Schmidt ne
dépendent pas du choiz de base hilbertienne.

Démonstration. Si A est un opérateur de Hilbert-Schmidt et {f;} est un autre choix de base
hilbertienne, alors

1Al = Z”Aean = Z| Ae, fiynl* = ZI (ei, A" fi)ul* = Z 1A fills (4.35)
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ce qui montre que le terme de gauche ne dépend pas du choix de base hilbertienne {¢;}. En
particulier, si B est un autre opérateur de Hilbert-Schmidt, alors par (4.35),

1 1
Z ’ Aem f] f]7 B€Z>H‘ <= Z (‘(Aeivfj>7-[‘2 + ’<Bei7 fj)H‘Q) = 5 (HAHIQ{S + HBH%{S) :
v (4.36)

Ainsi, on a que

(A, B)ys = Z Ae;, Be;)y = ZZ Aei, [l f;, Bedyn

= Z Z Ae;, fivulfi, Bel> car la convergence est absolue par (4.36),

= ZZ ei,A*fj H B*ijei>7-[ = Z<B*fj7A*fj>%7

: (4.37)

ce qui montre a nouveau que le terme de droite ne dépend pas du choix de la base hilbertienne

{ei}. U

Définition 4.18. Un opérateur linéaire continu A : H — H est de classe trace si

1Al = sup Y [(Af5, e)nl < oo,

J
ol le supremum est pris sur toutes les paires de bases hilbertiennes {e;} et {f;} de H.

Proposition 4.19. Un opérateur linéaire continue T : H — H est de classe trace si et
seulement si T = AB pour A et B des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Démonstration. <) Si T = AB avec A et B des opérateurs de Hilbert-Schmidt, alors

Il = [ ABlwe = sup ) [(ABSj, ei)a| = sup Y [{Bf;, A'ej)ul

J J

< sup (Z ||ijH7-L||A*ej||H> < sup (Z ||ij||3-[> (Z ||A*€j|\i>

= || Bllus|| A" |lus = || Bllus || Allus < oo.

[N

(4.38)

=) Soit T' : H — H un opérateur de classe trace et considérons l'opérateur auto-adjoint
Q = (T*T)z. Son image est dense sur le complément orthogonal (ker @)% de son noyau.
Comme

ITfI3 = (T*Tf, f)a = 1QF I3

I’application Q f — T'f est une isométrie, donc sa fermerture induit une isométrie

U : ker QF — H,,
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ou Hy C H est la fermeture de I'image de T dans H. Ainsi, si {e;} est une base hilbertienne
de (ker Q)*, alors f; = Ue; est un base hilbertienne de H1, de sorte que

D HQejeihul =D (UQes, Uejhul =Y [(Tej, fi)ul < Tz
i i i

En particulier, 'opérateur B := Q% est de Hilbert-Schmidt, car du fait que ker B = ker ) =
kerT', on a que

IBlltis = > 1Bejllz, = Y 1(Qej. e5)nl < 1T
J J
D’autre part, A := (UB) sera aussi un opérateur de Hilbert-Schmidt, car

I1Allfs = IUBl&s = Y IUBe;ll5, = > || Bejlla = 1 Blliss.

J j
Ainsi,
T=UQ=UB*>= AB

est bien le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt. Remarquons que pour ces choix
de A et B, on a que
[ Allus || Bllas = [ Blifis < 1Tl

donc en fait || Allps||Bllus = [|T||m par (4.38). O

Définition 4.20. Si T': H — H est un opérateur de classe trace, alors sa trace est définie
par

TrT .= Z<T6i, 61‘)7.,5

pour {e;} un choix de base hilbertienne.

Clairement, on a ’estimation
| Te T < |||z

Pour voir que la trace ne dépend pas du choix de base hilbertienne, il suffit d’invoquer le
Lemme 4.17 et de remarquer que pour 7' = AB avec A et B des opérateurs de Hilbert-
Schmidt, on a que

Tr(T) = Tr(AB) = Y (ABej,e;)y = Z(Bei, A*e;)y = (B, A)ps. (4.39)

% A

Dans le cas oun H = L*(X; E), on peut donner une caractérisation des opérateurs de
Hilbert-Schmidt en termes de leur noyau de Schwartz K4 tel que

Ae(:z:):/XKA(:C,:L")e(x’)dg(:U’)

avec intégrale possiblement prise au sens des distributions. On aura besoin au préalable du
Lemme suivant.
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Lemme 4.21. Soit {e;} une base hilbertienne de L*(X; E) compatible avec la décomposition
spectral de l'opérateur P au sens ou Pe; = \;e; pour tout i € N. Alors

ej(z) (-, ei(z')) 2 € C®°(X x X;Homy:(E)) C L*(X x X;Homyz(E)), i,j €N,
est une base hilbertienne de L*(X x X;Homy2(E)).

Démonstration. Grace a I'isomorhisme £E* = F induit par la métrique hermitienne h, il suffit
de montrer que

e;We; =e;(v)e;(2') e C*(X x X; ERE), 4,j7€N
est une base hilbertienne de L*(X x X; EX E), ou
EXE =pr] E®pr, E.

Si H; est le sous-espace vectorielle engendré {e;Xe;}, il faut montrer que la fermeture de H,
correspond a L*(X x X; EX E). Autrement dit, il faut montrer que siu € L*(X x X; EX E)
est orthogonal & H;, alors u = 0. Pour ce faire, procédons comme dans la preuve de [KFT74,
Chapitre VI, §3, Théoreme 1] et posons

wa) = [ Gl a),ei(a o).
Par le théoreme de Fubini, on a que u; € L*(X; F) et pour tout i € N,
(uj, ey = (u,e; Mej)r2 =0,

puisque u est orthogonal a #H; par hypothese. Comme {e;} est une base hilbertienne de
L*(X; E), on en déduit que pour tout j € N, u;(z) = 0 presque partout. En particulier, cela
signifie que pour presque tout z, u(x,z’) = 0 pour presque tout z’, donc que u(x,z’) = 0
presque partout. Cela montre que u est nulle dans L?(X x X; EX E), d’ou le résultat.

m

Proposition 4.22. Un opérateur linéaire continu A : L*(X; E) — L*(X; E) est de Hilbert-
Schmidt si et seulement si son noyau de Schwartz K 4
est un élément de L*(X x X;Homy:(F)), ot

Homy:(FE) := pr] F ® pry E*

avec pr; : X X X — X la projection sur le j-ieme facteur. De plus, si B : L*(X;E) —
L*(X; E) est un autre opérateur de Hilbert-Schmidt, alors
(A, B)us = (Ka, Kp) 12 :/ (Ka(z,2'), Kp(z,2"))ndg(z)dg(z"),

XxX

ot (-,-)p dénote le produit scalaire hermitien dans les fibres de Homx2(E) induit par la
métrique hermitienne h de E.
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Démonstration. Cela découle du lemme précédent et du fait que

Ka(w,2') =Y (Aes, e)ne; (@) (- ei(r')) 12

0]

pour {e;} une base hilbertienne de L?*(X; F) induite par la décomposition spectral de 1'opé-
rateur P. O]

Remarque 4.23. Cependant, bien que la norme || - ||, s’apparente & une norme L', elle ne
correspond pas & la norme L' du noyau de Schwartz.

4.4 La trace du noyau de la chaleur

Les résultats précédents peuvent étre appliqués au noyau de la chaleur de 'opérateur
elliptique P.

Corollaire 4.24. Pourt > 0, le noyau de la chaleur est de classe trace et de classe Hilbert-
Schmidt. De plus,

Tr(e ) = /XtrE(Kt(x,x))dg(x).

Démonstration. Comme K; € C*°(X x X) C L*(X x X) pour ¢ > 0, Vopérateur e~ est de
Hilbert-Schmidt. Par le Corollaire 4.15, on a donc que

(& = e 2 e 2
est aussi de classe trace pour t > 0. Maintenant, puisque que
ene e = [ (@) Kiloa e, @ ndg(c)dg(@)
XxX

B /X 2!y o), (e udg(a! g (),

ou (Ki(z,z")* € Hom(E,, E,/) est Padjoint de K;(x,2') € Hom(E,/, E,) par rapport a la
métrique hermitienne h, on voit que le noyau de Schwartz de (e~*F)* est donné par

() e(z) = /X (Ko(a!, 2))e(')dg ().

D’autre part, pour a,b € Hom(E,/, E,), remarquons que le produit scalaire induit par la
métrique hermitienne h est donné par

(a,b), = trg, (ab™)
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ou b* est 'adjoint de b par par rapport a la métrique hermitienne h. Par le Proposition 4.22,
la trace de I'opérateur de la chaleur e*" est donc donnée par

Tr(e™'") = Tr(e™57e3) = (757, (e737) s
= [y ) K @) Do)y

= [ el le,a) o Ky a)dgla)d(x)

= / trg </ K% (I) x/) o K%((L’/’ x)dg(x’)) dg(l’)
X X

= / trg (K (z,z))dg(x), par le Corollaire 4.15.
b

Corollaire 4.25. La trace du noyau de la chaleur est telle que

B Vol(X, g)

T rg(E).

t2 Tr(e ') € ¢*([0,00),)  avec lin&t% Tr(e ')
—

Démonstration. Comme K;(z,() = (—1)*K,(x, —() pour les termes K, dans I'expansion du
noyau de la chaleur en ft donnés par le Théoreme 4.13, on a en particulier que

Ko(,0) =0

pour ¢ impair. Ainsi, puisque Tr(e™F) = [, trp(K,(z, z))dg(x), on a que

1 oo
Tr(e ) ~ t—%Zagte avec ay = / trg(Kop(z,0))dg(x).

=0 X
Comme tI’E(Ko(I7 0)) = (ig)E%’ on a bien que ag = V(Oi())(%g) rgE

]

Soit IT, : L*(X; E) — L*(X; E) la projection orthogonale sur 'espace engendré par les
espaces propres des valeurs propres strictement positives de P. On a que 11, = Idg —II; ou
Iy € U=°(X; E) est la projection sur le noyau de P, donc I, € V(X FE).

Proposition 4.26. Soit \; > 0 la plus petite valeur propre strictement positive de P. Alors
il existe une constante C'({) dépendant de ¢ € Ny telle que

ks (e B)llee < C(O)e =, V> 3,

ot ky(-,-,t) est le noyau de Schwartz de 11, e P11, .

103



_r
2

, , . _ _P (-
Démonstration. Puisque I e I, = e 2 e *"YPI, e~ 2, on a que

/ 1 / 1
k’(%x 7t) = /K(ifa 21, §)k+(217 29,1 — 1)K(22,93 ) §)d9(zl)d9(22)'

Comme k(-, -, %) est une fonction lisse, il suffit donc de borner la norme L' de k(-,-,t — 1)

adéquatement, c’est-a-dire la norme L? via I'inégalité de Holder. Or, on calcule que

ki (y oyt —1)|20 = ||Te” CDPIL |13 = Z o= 2(t=DA
A€Spec(P)\{0}

Z 6—(1&—2))\ e—t/\l

AeSpec(P)\{0}

IN

(4.40)

IN

Z e e ™ pourt >3,
AESpec(P)

= </ trg(K(x,z, 1))dg(x)) et
X
de sorte que

Hk-i-('? Ht— 1)||L1 < (VOI(X> g) rg<E))%||k+<> Lt — 1)||L2
< (Vol(X,g)rgE/XtrE(K(x,x,1))dg(a:)> e 2,

d’ou le résultat. O

Corollaire 4.27. Lorsque t — oo, on a que e~ "

— Il exponentiellement rapidement.
De méme, on a le résultat suivant.

Proposition 4.28. [ existe une constante C' > 0 telle que pour t > 1,

0 < Tr(e ") — dim(ker P) < Ce ™.

Démonstration. On calcule que

Tr(e ") — dim(ker P) = Z e P = Z e~ (=22
A€Spec(P)\{0} Ae€Spec(P)\{0}

M
<e e (Tr(e — dim(ker P)) ,

_pr
2

ce qui montre qu’on peut prendre C' = e%l(Tr(efg) — dim(ker P)). H

Le Corollaire 4.25 va nous permettre de dérivée la loi de Weyl pour le spectre de 1'opé-
rateur P. On aura besoin du résultat suivant.
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Théoreme 4.29 (Karamata). Soit du(\) une mesure positive sur (0, 00) telle que l'intégrale

/0 " e ()

lim ta/e_”du()\) =C

converge pour t > 0 et

t—0

pour certaines constantes o > 0 et C' > 0. Dans ce cas, si f :[0,1] — C est une fonction
continue, alors

hmtoc/ f —tA —tAdlu / f —t ta 1 —tdt
t—0

Démonstration. Par le théoreme de Weierstrass, la fonction f peut étre approximée par un
polynome. Il suffit donc d’établir le résultat pour f(x) = 2*. Dans ce cas, on calcule que

limta/ flem™e P du(A )—hmta/ e tFHDAL(N)

t—0 t—=0
— limM/ et FFDAG ()
T > C
= lim —— e Mp(\) =
Tlﬂ%(kJrl)a/o N = e

alors que d’autre part

C’/Oo B 1 C Oo_kl 1 C o rarldr

[ ey etdt:—/ e~ tlh+1) e dt:—/ et

o Jo 1) @) Jo M@ Jo © GFDe
C

~ (k1)
d’ou le résultat. OJ
Soit
Ne(\)= > dimE,

p<\,n€Spec P

le nombre de valeurs propres de P plus petites que A comptées avec multiplicité, ou F, est
I’espace propre de P associé a la valeur propre pu.

Corollaire 4.30 (Loi de Weyl). La fonction Np(\) est tel que

lim Np(A)  Vol(X,g)rgE
A—o00 /\% (47T)2P( —f—l)
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1

Démonstration. En prenant un suite de fonctions continues qui converge vers ! sur [e!, 1]

et 0 sur [0,e!) dans le théoreme précédent, on obtient que

e c [ C
limt® [ dp()\) = —— [ t°dt = ———.
£50 /0 H) F(a)/o T(a+1)

On prend alors
n
d e 1 — = —,
() E dim E,0(A —v) et « 5
veSpec(P)\{0}

D’un coté, on a que

. n > —t\ 1 n —tv __ s n —tP P F

%1_{%752/0 e du(N) —%g%ﬂ Z e —1151_I>I(%t2(Tr(e ) — dim(ker P))
veSpec(P)\{0}

~ Vol(X; g)

- E=:C.
(ami

D’autre part, comme
A
Np(A) = dimker P + / du(v),
0

on en conclut que

t71
tim e :nmtfi/ dp(N) ¢ _VlXg)rgF
0

Asoo N2 50

]

Si {\x} est une suite croissante des valeurs propres de P comptées avec multiplicité, alors
Np(Ar) =k, de sorte que la loi de Weyl peut étre reformulée comme stipulant que

2

. A Ar(D(5 +1)n
im — =
koo kn  Vol(X,g)rg E’

(4.41)

c’est-a-dire que A\, croit comme un multiple de k= lorsque k — oc.

Exercice 4.31. Soit {e;} une base hilbertienne de L*(X; E') compatible avec la décomposi-
tion spectrale de P au sens ou
Pek = )\kek.

Supposons aussi sans perte de généralité que A\ < Mgy pour tout k& € N. Montrer alors
qu’une section e € L?(X; E) est lisse si et seulement si sa décomposition

€ = E QA€
k

dans la base hilbertienne {e;} est telle que la suite {ax} converge vers 0 plus rapidement que
k=™ pour tout m € N.
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