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1. Soit

G(x, y) = Γ
(√
|x|2 + |y|2 − 2x · y

)
− Γ

(√
|x|2|y|2
R2

+R2 − 2x · y

)
la fonction de Green de première espèce sur la boule BR(0). Montrer que G(x, y) ≤ 0
pour tous x, y ∈ BR(0) tels que x 6= y.

2. Soit u une fonction harmonique positive sur la boule BR(0). Déduire la version suivante
de l’inégalité d’Harnack en utilisant la formule de Poisson :

Rn−2(R− |x|)
(R + |x|)n−1

u(0) ≤ u(x) ≤ Rn−2(R + |x|)
(R− |x|)n−1

u(0).

3. (Principe de réflexion de Schwarz) Soit Ω+ ⊂ Rn un sous-domaine du demi-espace xn > 0
dont une partie de son bord est un ouvert T non-vide de l’hyperplan xn = 0. Si u est une
fonction harmonique sur Ω+, continue sur Ω+ ∪ T et telle que u = 0 sur T , alors montrer
que la fonction U définie par

U(x1, . . . , xn) =

{
u(x1, . . . , xn), xn ≥ 0,
−u(x1, . . . , xn−1,−xn), xn < 0

est une fonction harmonique sur le domaine Ω+ ∪ T ∪ Ω−, où Ω− est la réflexion de Ω+

par rapport à l’hyperplan xn = 0. Indice : Le théorème d’existence sur les boules pour le
problème de Dirichlet pourrait être utile.

4. (Théorème de Liouville) Si u est une fonction harmonique bornée sur Rn, montrer que
u est forcément une fonction constante. Indice : Les estimations intérieures des dérivées
d’une fonction harmonique pourraient être utiles.

5. Soit u ∈ C0(Ω) une fonction sous-harmonique sur un domaine Ω. Si u ∈ C2(Ω), montrer
que forcément ∆u ≥ 0 partout sur Ω.

6. Montrer qu’une fonction u ∈ C0(Ω) est sous-harmonique sur Ω si et seulement si elle
satisfait à l’inégalité de la valeur moyenne localement, c’est-à-dire que pour tout y ∈ Ω,
il existe δ = δ(y) > 0 tel que

u(y) ≤ 1

nωnRn−1

∫
∂BR(y)

uds. ∀R ≤ δ.

Indice : Si une fonction continue satisfait à l’inégalité de la valeur moyenne localement,
montrer qu’elle satisfait aussi au principe du maximum.
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