Une image vaut mille mots

Une image vaut mille mots. Je me propose d'illustrer
cette drole d'identité a travers trois exemples qui
— doit-on le rappeler ? — ne sauraient en constituer
une démonstration. Les exemples sont issus du do-
maine de I'enseignement des mathématiques. Iis se
rapportent a la preuve par récurrence, dont I'enseigne-
ment est initié au collégial, et aux transformations du
graphique d'une fonction par transiation ou dilatation,
sujet abordé au secondaire.

1. Les preuves par récurrence

Les éléves en sciences du collégial, ou les étudiants du
baccalauréat en mathématiques ou en enseignement
des mathématiques, sont confrontés t6t ou tard a 1'ap-
prentissage de la preuve par récurrence. Rappelons
qu'une telle preuve consiste a invoquer le 9° axiome de
Peano pour démontrer une propriété que partagent
tous (ou presque tous) les entiers.

Cet apprentissage n'est pas facile. Certains étudiants
ont de la difficulté a comprendre la validité du raison-
nement en deux étapes : montrer le « pas » de récur-
rence (si la propriété est vraie pour I'entier n, alors elle
I'est aussi pour l'entier n+1) ; puis montrer que la pro-
priété est vraie pour l'entier 0, ou pour 1, ou pour ... Ils
saisissent mal pourquoi cette procédure méne a la dé-
monstration : appliquer « 'hypothése de récurrence »,
n'est-ce pas utiliser le résultat a prouver a l'intérieur de
la démonstration ? Et comment se fait-il qu'on soit tout
a coup autorisé a conclure a partir de la seule vérifica-
tion avec 0, ou 1 ? Tant qu'ils doutent de cette validité,

la difficulté péur ces étudiants a élaborer de telles

preuves reste entiére.

1™ exemple : les dominos. J'ai pu constater, i travers
mon enseignement; que l'image suivante pouvait
s'avérer éclairante. On place des dominos en lignes,
debout sur leur tranche la plus étroite. On s'assure, en
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plagant le (n+1)-iéme domino, qu'il soit suffisamment
proche du n-iéme pour que celui-ci entraine celui-la
dans sa chute, s'il vient a tomber. Le voila donc, ce
« pas » de récurrence. Je n'affirme pas que le n-iéme
domino est tombé : il est encore debout (je ne consi-
dére donc pas la propriété comme vraie avant méme de
1'avoir prouvée !). Je dis seulement que s'il devait tom-
ber, le (n+1)-iéme domino tombera a sa suite. Com-
ment compléter la démonstration ? En poussant le
premier domino, on l'aura compris !

Figure 1 : une preuve par récurrence

2. Les représentations graphiques des
fonctions

Le dernier des objectifs intermédiaires 1.1, du pro-
gramme de mathématique 436 (quatriéme secon-
daire), se lit comme suit : « Déterminer les liens entre
la variation des parameétres de la régle d'une fonction et
la transformation du graphique cartésien correspon-
dant ». (Djiknavorian et al., 1996, p. 17). L'objectif
terminal 1.1 (p. 16), qui le chapeaute, consiste & « Ana-
lyser des situations fonctionnelles & l'aide de divers mo-
des de représentation.». L'objectif terminal 1.3 (p. 20)
est plus pointu : « Analyser des fonctions polynomiales
de degré inférieur a trois ». Les deux objectifs intermé-



diaires sous-jacents qui se suivent a la page 21, ser-
vent d'amorce a la plupart des présentations dans les
manuels :

« Transformer algébriquement la régle d'une fonction
polynomiale réelle de degré deux de la forme

fxX)=al+bx+c, a=0
a la forme canonique
fx) = ax-h?+k az0
et vice versa.

« Déterminer les liens entre la variation des parameé-
tres de la régle d'une fonction polynomiale réelle de
degré inférieur a trois et la transformation du gra-
phique correspondant.

En effet, I'abord le plus « standard » de cet objectif
consiste a faire découvrir a I'éléve quel est I'effet de la
composition des fonctions quadratiques alors a
I'étude, avec une translation ou une dilatation. Deux
types de composition sont envisagés séparément, puis
combinés : translation ou dilatation horizontale
d'abord, suivie de I'application de la fonction £, ou ap-
plication de f d'abord, suivie d'une translation ou dila-
tation verticale. Les autres possibilités ne sont pas
considérées car, compte tenu du niveau, on veut rester
dans une relative « transparence » algébrique : pertur-
ber la variable libre x d'abord (additivement ou multi-
plicativement) et appliquer f ensuite, ou appliquer f
d'abord, et perturber la variable liée y ensuite. On
ameéne donc 1'éléve a comparer, par exemple (je me
permets de simplifier et synthétiser les démarches), les
graphiques des trois fonctions :

f@=F  f@=@+3]

Or, c'est précisément au sein de cette comparaison que
surgit le conflit cognitif. Si passer de £ a f; consiste &
ajouter 3 a la variable y, et résulte en un déplacement
de la parabole de 3 unités vers le haut, pourquoi I'ajout
de 3 ala variable x — pour passer de f; a f, — résulte-
t-il en un déplacement de 3 unités vers la gauche plu-
t6t que vers la droite ??! Pourquoi 'effet 4 I'horizon-
tale est-il contraire 4 celui que suggere I'expression
algébrique, et contraire en tous cas a I'effet correspon-
dant, a la verticale ?

fx)=x*+3.

Je suis convaincu qu'il est important d'affronter cette
difficulté, plut6t que de I'esquiver, ou de se contenter
d'un simple constat mené a partir d'exemples. Dans ce
contexte, il est important selon moi d'utiliser la calcu-
latrice a affichage graphique avec beaucoup de cir-
conspection. Son usage est encouragé par le ministére
et abondamment sollicité par les auteurs des manuels
dans cette partie précise du programme. O, si le tracé
du graphique est présenté comme quelque chose qui
« va de soi », qu'on « lit », dont on « prend connais-
sance » a I'écran d'une calculatrice ou d'un ordinateur,
ou sur sa reproduction dans un cahier d'exercices, et si
la table des valeurs ne constitue qu'un mode optionnel
de présentation des mémes données, sans que le trans-
fert de la table au graphique ne soit mis en oeuvre par
1'éléve méme, celui-ci risque fort de passer compléte-
ment a c6té de la question ; ou encore de ne lui trouver
pour toute réponse que le désolant « c'est ainsi, et pas
autrement ». Il est d'aprés moi primordial de veiller &
ce que l'usage de la calculatrice n'« écrase » pas la hié-
rarchie temporelle entre la table des valeurs etle tracé :
I'éléve ne doit pas étre soustrait au tracé du graphiqued
partir d'une table des valeurs, calculée par fui ou non.

L'analyse des manuels’ semble effectivement montrer
que l'utilisation des calculatrices a affichage graphi-
que a défavorisé le transfert table des valeurs — gra-
phique (voir le programme Math 436, page 16). Or,
dans la mesure ou 1'éléve calcule lui-méme latable des
valeurs, place les points et trace le graphique, c'est par
le biais de ce transfert qu'il a le plus de chance de com-
prendre par lui-méme pourquoi les perturbations de la
variable libre x et de la variable liée y ont des effets dis-
semblables. Cette compréhension est d'autant plus im-
portante que le phénoméne observé s'applique a toute
fonction, multiplicativement autant qu'additivement.
Par exemple, 1'éléve de cinquiéme secondaire (Math
536) sera confronté au méme conflit cognitif
quand il se demandera pourquoi la sinusoide d'équa-
tion y = sin(5x) est cinq fois plus resserrée a I'hori-
zontale que la sinusoide standard, alors que la
sinusoide d'équation y = 5 sin(x) est simplement cinq
fois plus haute que la sinusoide standard.

A mon sens, la' piste sur laquelle il faut mettre I'éléve
est la suivante : c'est parce que l'ordre dans lequel on
effectue les deux opérations — perturbation de la va-
riable et application de la fonction — est inversé que
les effets sont contraires. Et c'estici qu'une image judi-
cieusement choisie pourrait déclencher une véritable
compréhension.
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2° exemple : le tordeur. Modélisons la fonction de repére. Les deux tiges sont attachées en un point,
fix)= x* par un mécanisme constitué de deux pinces  marqué sur chacune d'elles par le chiffre 0. Pour passer
articulées, qui tordent des tiges métalliques horizonta-  la tige horizontale dans le « tordeur » x%, 'opérateur
les vers le haut. A 'usine Kadratic & fréres,latigeho-  doit centrer la croix formée par les deux tiges, défaire
rizontale est convoyée avec une tige verticale qui sert  I'attache, et actionner le mécanisme des deux pinces.

ON

Figure 2 : le tordeur x*, a l'usine Kadratic & fréres
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Comment l'operateur obtlent-ll le graphique de la
fonction Sx)= x*+ 3 21 centre les deux tiges, défait
l'attache, actionne les deux pinces qui tordent la tige
hon'zontale et déplace ensuite la tige tordue de trois
crans vers le haut. Comment obtient-il le graphlque de
1a fonction f;(x) = (x + 3)* ? 1l tire d'abord sur la tige
horizontale pour la déplacer de trois crans vers la
droite. La tige verticale suit parce que les deux tiges

sont restées attachées, et la croix est décentrée vers la
droite par rapport aux pinces. Le tordeur x* n'est ac-
tionné qu'apres : I'opérateur défait I'attache et fait fonc-
tionner les deux pinces. Par rapport 4 la tige verticale
qui sert de repere, la tige ainsi tordue est bel et bien dé-
calée de trois crans vers la gauche ! Déplacer d'abord
et tordre ensuite n'a pas le méme effet que tordre
d'abord, et déplacer ensuite.

ON

ON

Figure 3 : f(x) = (x + 3)?, obtenu avec le tordeur x? enr.

Bulletin AMQ, Vol. XL, ° 1, mars 2000 — 17



Les fonctions quadratiques se prétent mal a I'étude des
dilatations horizontales ou verticales : celles-ci s'ex-
priment algébriquement de fagon similaires (x* multi-
plié par une constante), de sorte que les effets
géométriques sur la parabole sont difficiles a distin-
guer. L'effet des dilatations sur les sinusoides est beau-
coup plus parlant : une perturbation multiplicative de
la variable libre x modifie la longueur d'onde ; une per-
turbation multiplicative de la variable liée y modifie
I'amplitude. Je reste convaincu qu'il est important d'in-
sister sur ['effet dissemblable en x et en y — qu'on
constate en comparant les courbes d'équation
y=sin(5x) et y=>35 sin(x), par exemple — et de le met-
tre en relation avec l'agencement dans le temps des
deux opérations : dilatation suivie de l'application de
la fonction, ou l'inverse. L'analogie suivante, si elle ne
colle pas parfaitement a la situation, pourra cependant
frapper l'imagination et stimuler I'intelligence.

3° exemple : les tee-shirts imprimés. Les membres
d'un club de mathématiques impriment la formule
d'Euler

ei"+1=0

sur des tee-shirts de format standard. L'un des mem-
bres décide d'expérimenter : il imprime d'abord, et
étire le tee-shirt ensuite, si bien que les caractéres dans
la formule ont grossi par rapport a 'original. Qu'en se-
ra-t-il s'il étire d'abord, etimprime ensuite ? Oubien, il
laisse le tee-shirt reprendre sa forme initiale aprés I'im-
pression, auquel cas les caractéres auront rapetissé par
rapport a ['original. Ou bien, il laisse le tee-shirt étiré,
auquel cas les caractéres seront du méme format que
sur l'original, mais plus petits proportionnellement au
format du tee-shirt étiré. Dans les deux cas, étirer
d'abord et imprimer ensuite ne donne pas des carac-
téres plus gros. En assimilant I'impression de la for-
mule a I'application de la fonction, on obtient une
analogie qui n'est pas parfaite, mais qui selon moi
éclaire quand méme I'entendement, parce qu'elle fait
image.

Pour que le cheminement intellectuel de 1'éléve soit
complet, j¢ suggere de faire suivre la présentation de
cette analogle (ou de l'analogie précédente) par des
tracés sur papier millimétré (affichage graphique pro-
visoirement proscrit !), & partir de tables des valeurs
calculées par I'éléve. L'éléve qui protestera— au nom
de sa sacro-sainte calculatrice — que de tels tracés
i
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sont inutiles et désuets, sera mis au défi d'expliquer
dans ses mots pourquoi la parabole d'équation
y = (x + 3) est décalée vers la gauche. On aura pns
soin, dans I'élaboration des tables de valeurs, de scin-
der le processus de transformation, de fagon a ce que
l'éléve fasse des liens numériques d'abord, et qu'il
comprenne ensuite comment ces liens numériques se
traduisent sur le graphique. Par exemple :

X
x+3
(x+3)°

%, pour fin de comparaison.

ou encore,

X

sin(x)
S sin(x)

Enune approche plus constructiviste, on pourrait aussi
concevoir une séquence d'enseignement comme suit.
L'éléve doit dans un premier temps décrire I'effet sur
les graphiques des perturbations (additives ou multi-
plicatives) des variables x et y, sur la base d'explora-
tions menées par lui a la calculatrice a affichage
graphique. Il doit ensuite tenter d'expliquer dans ses
mots les effets dissemblables des translations ou dila-
tations, en x et en y. L'enseignant soumet des tables de
valeurs comme ci-dessus, a compléter. Il suggére a
1'éléve que les tracés sur papier pourraient révéler une
explication, ce a quoi l'affichage graphique est inapte.
La présentation des analogies s'inscrirait alors dans ce
que les didacticiens appellent la « phase d'institution-
nalisation », pendant laquelle 1'enseignant glane les
solutions des éléves, les commente, ajuste et forma-
lise, le cas échéant.

3. Conclusion

Je suis persuadé que l'approche proposée ici permettra
a l'éléve d'acquérir une compréhension plus poussée
du principe sous-jacent, dont il aura compris et assimi-
1€ les causes. 11 pourra ensuite plus facilement appli-
quer leurs effets a toute autre fonction. Par ailleurs, les
analogies du « tordeur » et del'impression sur tee-shirt
peuvent renforcer chez I'éléve une conceptlon opéra-
toire de la fonction. A n'en pas douter ces images,
comme celle des dominos pour illustrer les preuves
par récurrence, sollicitent de I'éléve-étudiant une com-
préhension plus poussée en interpellant son imagina-



tion, en éveillant sa curiosité. Un enseignement vivant
gagne selon moi a étre émaillé de telles images, a con-
dition bien sir qu'elles ne soient pas présentées
comme des modéles, mais plutét comme des analo-
gies, qui servent d'amorce au vrai travail de réflexion.
Oui, décidément, une image vaut vraiment mille
mots ! @

Note

! Sous ce rapport, on pourra par exemple comparer les
deux collections Mathophilie (Lafortune, 1997) et Ré-
Slexions mathématiques (Breton et al., 1996). Dans
Mathophilie, on suggére que « Dans ce théme, la cal-
culatrice a affichage graphique ou unlogiciel pertinent
peuvent étre trés utiles pour vérifier ses intuitions
aprés avoir tracé l'esquisse d'un graphique » (p. 90).
Les auteurs vont un peu plus loin dans le Guide d'en-
seignement (p. 85) : « L'utilisation de la calculatrice a
affichage graphique ou d'un logiciel sera particuliére-
ment justifiée pour leur permettre d'approfondir les
notions développées dans les thémes 6 et 7 ». Mais,
son usage n'est jamais sollicité impérativement — du
moins en ce théme 7 du chapitre 1 — et la plupart des
exercices portent effectivement sur des tracés de gra-
phiques, a partir de tables de valeurs calculées par
I'éléve. On peut se demander, par contre, comment
l'enseignant justifiera la pertinence de tels tracés a la
main quand I'éléve aura en sa possession une calcula-
trice a affichage graphique.

Dans Réflexions, toute l'approche est centrée sur
l'usage de la calculatrice a affichage graphique. On va
méme, dans le Guide d'enseignement (p. 1.151), jus-
qu'a affirmer péremptoirement qu'« Encore ici, c'est
avec une calculatrice a affichage graphique qu'on ris-
que d'obtenir les meilleurs résultats en termes de véri-
fication et compréhension ». Les graphiques n'y
apparaissent jamais que dans des reproductions (styli-
sées ou non) de fenétres de telles calculatrices. Nulle
part dans la section, I'éléve n'est-il invité a tracer un
graphique a partir d'une table des valeurs.

Malgré ces différences, force est de constater que cha-
cune des collections passe sous silence I'obstacle di-
dactique dont il a été question, qui n'est ni souligné, ni
méme mentionné. Est-ce 1 parti-pris des concepteurs,
ou simple ignorance ? Ceux-ci estiment-ils qu'une ex-
plication risque de semer la confusion chez I'éléve ?
On a la nette impression que la difficulté a été balayée
sous le tapis. Les guides de I'enseignant sont a l'ave-

nant : dans la section correspondante du Guide d'en-
seignement de Mathophilie (pp. 85 4 106), onne donne
guére que le corrigé des exercices ; dans le Guide
d'enseignement de Réflexions mathématiques (pp.
1.139-1.141), il y a bien un commentaire, développé
autour de phrases sibyllines comme « Ce dernier para-
métre peut étre directement le paramétre provenant de
la composée ou un nouveau parametre formé a partir
des facteurs des changements d'échelle vertical et ho-
rizontal » ou encore, « Cependant le a demeure affecté
par le type de fonction ». Mais l'auteur du présent arti-
cle avoue bien humblement ne rien comprendre a ce
commentaire.
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