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Résumé

La these centrale de Duval, a 1'égard des difficultés rencontrées par les éleves avec les
démonstrations, est a l'effet que ceux-ci n'en saisissent pas facilement les exigences propres parce
qu'ils les appréhendent et traitent comme des argumentations.

Poussant plus radicalement les orientations de recherche qu'il propose, j'ai congu des tiches ou
I'éleve organise les propositions d'une démonstration géométrique dont on lui a présenté les
grandes lignes, dans les cases vides d'un schéma sagittal. La séquence de taches a été expérimentée
au printemps 2004 a Montréal dans trois classes de 1° secondaire (12-13 ans). Les premiéres
analyses des données recueillies permettent entre autres de conclure que :

— le raisonnement déductif par enchainement d’inférences n’est pas spontanément
compris des éleéves, ni dans sa structure locale, ni dans sa structure globale ;

— le passage de la compréhension de prime abord satisfaisante d’une preuve, des idées
en cause, de leur articulation dans les grandes lignes, a la production écrite de cette
preuve en un raisonnement logiquement bien contr6lé, constitue pour I’éleve un saut
fondamental, et est intimement 1ié & sa maitrise de la structure déductive ;

— le travail d'organisation mis en oeuvre dans les tiches proposées peut contribuer a
améliorer l'intelligence qu'a 1'éléve des mécanismes qui régissent cette structure.

1. Introduction

Le présent article rend compte d'une expérimentation menée a Montréal au printemps 2004, ou des
éleves de Secondaire 1 (12-13 ans) avaient a reconstituer la preuve que la somme des mesures des
angles intérieurs de tout triangle vaut 180°. Les travaux de Duval ont servi de cadre théorique a la
conception de la séquence de tiches expérimentée. Ce cadre théorique, incluant mes propres
réflexions suscitées par les travaux de Duval, est exposé dans la section 2. La section 3 rend
compte de la conception des trois tiches. La section 4 porte sur le déroulement de
I'expérimentation en classe, ainsi que sur les premieres observations qui en ont découlées. En
section 5, je conclus avec un premier bilan et les extensions a envisager pour cette recherche. Par
souci de transparence, l'auteur tient a prévenir le lecteur que le présent article, surtout dans sa

seconde moitié, reprend tels quels certains extraits de Tanguay (2005a).

2. Cadre théorique

2.1.  Le passage de I'argumentation a la démonstration

Le lecteur pourra consulter Duval (1991) ou Duval (1995, chap. V) pour une caractérisation
détaillée de 'argumentation et de la démonstration, deux types de raisonnement que l'auteur cité
tient pour radicalement distincts. Comme chez Balacheff (1987), les démonstrations
mathématiques désignent pour Duval les preuves formelles, a savoir ces preuves qui établissent
quun résultat est vrai en combinant déductivement — selon les regles de la logique
propositionnelle — d'autres résultats déja démontrés ou admis axiomatiquement. Grosso modo,
Duval appelle argumentation tout discours par lequel on justifie une affirmation en cherchant a



modifier la conviction de l'interlocuteur, a travers des pratiques dialogiques relevant d'un emploi
usuel de la langue naturelle. L'argumentation consiste en un discours, dans lequel les propositions
ne sont organisées que par cumul et interviennent essentiellement pour leur contenu. A l'inverse,
la démonstration a la structure plus rigide d'un calcul, dont l'organisation consiste en un
enchalnement de pas de déduction, ou inférences. Dans chaque inférence, de structure ternaire,
chaque proposition prend l'un parmi trois statuts opératoires possibles, a savoir : proposition
d'entrée (ou prémisse), régle d'inférence et proposition inférée'. Le statut opératoire de chaque
proposition est indépendant de son contenu, puisqu'une proposition peut changer de statut a
l'intérieur d'une méme démonstration. De fait, le plus souvent, la proposition inférée est

« recyclée » comme proposition d'entrée de l'inférence ainsi enchainée a la précédente.

La these centrale de Duval, a I'égard des difficultés qu'éprouvent les éleves avec la démonstration

mathématique, est a l'effet que ceux-ci n'en comprennent ni spontanément, ni aisément les

exigences propres, parce qu'ils appréhendent et traitent les démonstrations comme des
argumentations. Outre la similitude linguistique des deux formes de raisonnement (cf. Duval,

1992-93), les causes suivantes pourraient étre a I'origine de cette confusion. Pour plus de détails, le

lecteur pourra consulter les sections 2.3 et 3.1 ainsi que I'Annexe 1, dans Tanguay (2005a).

1. La structure locale ternaire de l'inférence n'est que rarement explicitée en démonstration :

— soit que par souci de concision, a l'écrit aussi bien qu'a l'oral, 1'on réduise les
inférences aux canevas binaires des implications sous-jacentes, la regle d'inférence
restant implicite ;

— soit que pour alléger le texte écrit, on regroupe deux inférences en une seule, ou deux
conditions d'application de la reégle en une seule... ;

— soit que le statut théorique de certaines regles d'inférence n'ait pas été clairement
préétabli, comme c'est le cas par exemple dans bien de ces « preuves » du secondaire
qui mobilisent la géométrie des transformations.

2. Meéme quand la structure de 1’inférence est explicite, c’est ce que Duval (1995, p. 244) appelle
Uutilisation algorithmique de [’énoncé-tiers — la vérification que les prémisses réunissent
toutes les conditions d'application de la reégle pour que se détache la proposition inférée — qui
est relégué a l'implicite par les contraintes rédactionnelles. Le caracteére opératoire des liens
entre prémisses, énoncé-tiers et conclusion reste alors masqué pour 1'éleve. Celui-ci ne percoit
que des relations symétriques de proximité sémantique, entre des arguments retenus pour leur
pertinence, leur vérité et leur communauté thématique.

3. La structure globale des démonstrations qui exigent plus d'un pas de déduction peut elle aussi
rester inintelligible pour 1'éleve. D'abord parce que la compréhension d'une telle structure
nécessite de sa part un travail, qu'il soit de lecture ou d'écriture, marqué de pauses, de retour
sur les propositions déja énoncées, de simultanéisations (pour rapprocher des propositions ou
blocs de propositions logiquement inter-reliées mais non contigus dans le texte), de
réaménagements ; toutes choses que ne permet pas la linéarisation de la pensée imposée par
cette « pratique orale du texte » que décrit Duval (2001), faite de fluence, d'irréversibilité, de

séquencialité. Ensuite, plus fondamentalement peut-€tre, parce que la structure globale repose

1 SN s -
On aura bien siir reconnu dans ce « pas de déduction » le modus ponens des logiciens.



sur la variabilité du statut opératoire des propositions. Or, cette variabilité ne sera appréhendée
par I'éleve que s'il parvient a se décentrer suffisamment du contenu des propositions pour
refouler la valeur épistémique sémantique — le degré de fiabilité alloué¢ au contenu par
lI'interlocuteur au moment de I'énonciation : évident, certain, vraisemblable, possible, peu
probable, impossible... ; cf. Duval, 1995, p. 222 — et ainsi donner pleinement son rdle a la
valeur épistémique théorique, celle qui est associée aux statuts d'axiome, de définition, de
conjecture, de théoreme, d'hypothése. Ce role est de discriminer celles parmi les propositions
qui peuvent étre utilisées comme prémisses, de celles qui peuvent l'étre comme regles
d'inférences ou comme propositions inférées.

2.2.  Dela valeur épistémique d'évidence a la valeur logique de vérité

On a beaucoup eu tendance, dans la littérature, a préter a la valeur épistémique d'évidence cet effet
d'obstacle a l'appréhension de la structure déductive ; tout particulierement en géométrie, ou
«1'évidence » prend appui sur «le perceptif » et ou 1'éleve doit constamment lutter contre le
désormais consacré « ¢a se voit sur le dessin », pour discriminer ce qu'il est autorisé a tenir pour
acquis de ce qu'il doit démontrer. Mais qu'en est-il de ces nombreux éleves et étudiants plus
avancés, qui ont bien assimilé linterdit du recours a l'empirisme en démonstration, mais ne
semblent pas pour autant plus aptes a rencontrer les exigences de celle-ci ? Mes réflexions,
suscitées par les travaux de Duval et par leurs résonances dans ma propre expérience
d'enseignement, m'amenent a analyser le probleme sous I'angle suivant : la difficulté pour 1'éleve a
refouler la valeur épistémique d'évidence aussitdt surmontée, se dresse alors un obstacle plus
subtil, que dans Tanguay (20054, § 3.1), j'ai identifié comme celui de la prégnance de la valeur de
vérité. Je m'explique. Imaginons par exemple un éleve de 14 ou 15 ans, a qui 1'on soumet la preuve

ci-dessous, que fout cerf-volant a une paire d'angles opposés congrus.

A
AD =AB = AABD estisocele
= J/ADB= /ABD,
CD=BC = ABCD estisoctle D B

= ZCDB=ZCBD,
ce qui implique que
m£LD = mZADB+mZCDB
mZABD +mZCBD
mZB.

La structure locale et globale de la preuve repose essentiellement sur le fait que dans AABD et
ABCD, la congruence des cdtés précede la congruence des angles a leur base. Pour comprendre
cette démonstration, 1'éleve doit étre en mesure de relativiser la valeur de vérité de 1'énoncé
« AABD est isocele », avec tout ce qui vient avec et sur quoi il a travaillé en classe : congruences
des cotés et des angles, présence d'un axe de symétrie, etc. L'éleve doit comprendre qu'au moment
ou la premiere implication est énoncée, la congruence des cOtés est déja vraie quand la congruence



des angles n'est pas encore vraie. Voila qui est étrange pour lui : les énoncés « AABD est isocele »
et « AABD est isoangle », qui dans son entendement forment bloc, n'auraient pas hiérarchiquement
le méme statut. Est-ce que ¢a ne va pas a l'encontre méme de I'équivalence logique isocéle si et

seulement si isoangle, apprise et démontrée en classe peu auparavant ?

Ne s'est-il pas convaincu, avec les années, comme ses enseignants ne se sont jamais fait faute de
lui rappeler, que la mathématique est par excellence la science ou les énoncés sont sans
ambivalence soit vrais, soit faux ? Ses enseignants n'ont-ils pas insisté sur ce point, souvent méme
a l’encontre de ses propres conceptions spontanées : « les nombres premiers sont impairs » est un
énoncé faux car... (Zazkis et Levy, 2001) ; «les carrés sont des rectangles » est un énoncé vrai
car... (Furinghetti et Paola, 1991) ? Les enseignants ont prévenu l'éleve des picges de I'empirisme
et de I'évidence en géométrie. Mais du moment que le manuel ou l'enseignant affirme, en
argumentant cette affirmation, que AABD est isocele, comment « l'iso-angularité-latéralité » du

triangle saurait-elle n'étre tout a coup qu'a moitié vraie ?!!

Autrement dit, quand 1'éleve a atteint ce stade ou il est capable de remettre en question 1'évidence
perceptive suggérée par la figure, ol en « bon éleve », il refoule la valeur épistémique sémantique
qu'il préte spontanément a 1'énoncé, c'est alors pour laisser toute la place a la valeur de vérité et
augmenter d'autant son poids d'entrave au raisonnement®. Aprés tout, quand on fait intervenir un
argument, I'important est de savoir si l'affirmation a sa base est vraie ou non. Cette prégnance de la
valeur de vérité durera aussi longtemps que 1'éléve n’aura pas conscience de cette autre valeur
épistémique qu’est la valeur théorique, et n’aura pas «...découvert une organisation du
raisonnement centrée sur le seul statut des propositions » (Duval, 1995, p. 231).

2.3.  Intuition et démonstration

Pour Fischbein (1982), I’intuition (intellectuelle) a la méme fonction au niveau symbolique qu’a la
perception au niveau concret : donner acces a une forme de cognition qui soit directe, globale et
immédiatement disponible. C’est 1 selon lui qu'on se heurte a ce qu’il appelle le paradoxe

Jondamental de I’apprentissage de la preuve :

Le concept de preuve formelle (non inductive, non intuitive, non empirique) ne peut devenir
un instrument efficace pour les processus de raisonnement que si, et seulement si, il acquiert
les qualités requises par le comportement empirique d’adaptation !

Autrement dit : les voies formelles de raisonnement et de preuve peuvent se libérer des
contraintes du savoir empirique si elles atteignent ces qualités qui conferent a la recherche
empirique sa productivité spécifique ; a savoir ces formes globales, synthétiques, intuitives

d’anticipation et d’interprétation (op. cit., p. 17, ma traduction).3

* Je donne un exemple de ce qui pourrait étre une manifestation de cet obstacle dans Tanguay (2005b), § 3.3.
3 The concept of formal, noninductive, nonintuitive, non-empirical proof can become an effective instrument
for the reasoning process if, and only if, it gets itself the qualities required by adaptive behavior!

In other terms: formal ways of thinking and proving can liberate themselves from the constraints of
empirical knowledge if they become able to include in themselves those qualities which confer on the
empirical search its specific productivity. We refer to the global, synthetic, intuitive forms of guessing and
interpreting.
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Plus qu’un paradoxe, nous faisons face ici selon moi a un véritable cercle vicieux. Pour étre
opératoires (au sens de Fischbein), les mécanismes logiques de la démonstration doivent accéder,
dans I’entendement de 1’éléve ou de I’étudiant, a une forme de cognition directe, globale, efficace,
immédiatement disponible, caractéristique de la connaissance intuitive. Mais une telle forme de
cognition ne sera viable que si elle embrasse des schemes relativement stables, invariables, comme
le sont les régles et contraintes qui régissent 1’organisation déductive. L’argumentation, au
contraire, revét autant de formes qu’il y a de contextes et de contenus, issus de la combinaison des
propositions en cause : « ... l'argumentation a pour caractéristique essentielle de n'avoir pour
contraintes d'organisation que celles inhérentes a toute pratique spontanée du discours » (Duval,
1995, p. 213). Ainsi, tant que 1’éleve aborde la preuve a travers des schémes argumentatifs de
raisonnement, ne peut-il intégrer la démonstration en une « ... forme structurale interne de
nécessité qui est caractéristique d’une adhésion intuitive » (Fischbein, 1982, p. 15)*. Et tant qu’il
n’est pas parvenu a une telle adhésion intuitive se verra-t-il condamné a aborder la preuve a travers

des schemes argumentatifs de raisonnement.

3. Conception des taches
3.1. Hypotheses de recherche
Comment amener 1'éleve a avoir, de ce que Duval et Egret (1989) appellent la structure profonde
de la démonstration, une compréhension opératoire, au sens de Fischbein ? Des orientations de
recherche que Duval et Egret proposent, pour les raisons qu'ils ont données, j'ai retenu :

e ladissociation des tiches heuristiques d'avec les taches d'organisation déductive ;

¢ linteraction d'une représentation non discursive, par graphes orientés (ou schémas

sagittaux), de la démonstration a travailler, avec un traitement rédactionnel de celle-ci.

Par ailleurs, Duval insiste sur la nécessité de laisser a 1'éleve la tdche de construction du graphe,
pour qu'il découvre par lui-méme qu'elle « ... se fait et se contrdle uniquement en prenant en
compte le statut opératoire des propositions » (2001, p. 201). Se décentrer du contenu pour prendre
en compte le statut opératoire : en quoi consiste au fait un tel changement de position ? Balacheff
(1987) parle du passage des preuves pragmatiques aux preuves intellectuelles, de 1'adhésion de
I'éleve-étudiant a une position théorique, au centre de laquelle celui-ci mettra la connaissance
plutdt que les conséquences de 1'action, et ou prévaudra la simple satisfaction intellectuelle sur la
nécessité de convaincre l'autre. Toujours pour caractériser cette évolution des processus de
preuves dans le sens d'une mathématisation accrue, Rouche (1989, p. 32) écrit: « Des notions
comme celles de vérité, de doute et d'évidence sont transformées par le déplacement de I'attention
de la these vers l'implication. » Nous approchons ici du cceur méme de ce qui constitue ce
changement de position attendu des éleves, ou il y a lieu selon moi de distinguer deux « temps »
complémentaires.

= L'éleve doit comprendre qu'en démonstration, ce ne sont plus les énoncés qu'on valide

mais le raisonnement lui-méme ; ou différemment dit, qu'il ne s'agit plus pour lui de

*(...) an internal structural Sform of necessity which is characteristic of an intuitive acceptance.



produire des énoncés vrais mais des pas de raisonnement valides’, validité éprouvée du
point de vue calculatoire de la logique propositionnelle.

= L'éleve doit comprendre en quoi cette re-focalisation, de la vérité des contenus vers la
validité des pas de déduction, permet d'engendrer un raisonnement propre a convaincre de
la vérité de 1'énoncé-cible.

Duval (1995, p. 231) soutient a juste titre qu'en contexte théorique, « ... la certitude intrinséque a la
découverte de la nécessité d'une proposition fonde celle de sa vérité et non l'inverse. » Mais tout le
probléme est 1a : pour que la preuve intellectuelle — la démonstration — soit reconnue par 1'éleve
comme moyen de conviction, il lui faut adhérer a cette position théorique et saisir quelles en sont
les regles. Il y a le but du jeu (la vérité de I'énoncé-cible) et il y a ses regles (la validité des pas de
raisonnement). En passant de I'argumentation a la démonstration, ce sont les voies d'acceés au but
qui changent. Je pose que 1'éleve ne peut souscrire a cette nouvelle facon d'atteindre le but du jeu

avant d'en avoir minimalement compris les (nouvelles) regles. Un peu dans l'esprit d'une partie a

I'essai, j'envisage donc une série de taches d'amorce, ou les éleéves travaillent sur des graphes déja

construits. Mes hypothéses sont les suivantes :

a) L'apprentissage de la démonstration est un processus de longue haleine, qui doit débuter tot.
Sans nécessairement en faire un objet d'enseignement magistral, il faut chercher a faire
comprendre aux éleves aussitdt que possible les régles du jeu.

b) 1l faut briser ces cercles vicieux qui tiennent 1'éleve captif :

e celui du rapport de la démonstration a l'intuition (cf. § 2.3) ;

e celui de la prise de conscience de la valeur épistémique théorique et du statut
opératoire variable des propositions : comment la faire naitre si I'€leéve n'arrive pas a se
décentrer des contenus et valeurs de vérité (cf. § 2.2) ?

e celui de l'appréhension de la structure hiérarchisée, globalement et localement, de la
démonstration (au sens ou par exemple, dans la preuve traitée en section 2.2, la
congruence des cotés du triangle vient avant la congruence des angles a sa base) ;
comment la saisir quand elle n'est percue que comme un cumul d'arguments
symétriquement inter-reliés ? Quels choix peut faire I’éleve, dans sa construction d’un
graphe propositionnel, s’il n'a pas compris comment doit en &tre la structure ?

Je fais le pari qu'on peut faire travailler les éleves sur des graphes déja construits, avec des
propositions et des regles d'inférence déja énoncées, en cherchant autant que possible a isoler
les difficultés.

¢) Javance pour finir I'hypotheése qu'un travail (sur 1'organisation des propositions dans le graphe)
fait en équipes, avec ce que cela suppose comme échanges argumentatifs, favorisera une
adhésion intuitive aux mécanismes logiques de la démonstration, dans la mesure ol ceux-ci

émergeront tant soit peu des délibérations entre coéquipiers.

3.2. Laséquence de taches
Pour aller dans le sens de la tradition scolaire et des programmes, j'ai opté pour un travail de la

démonstration en géométrie plane. Pour les raisons exposées au point a) ci-dessus, j'ai décidé de

5 A cet égard, la preuve par I'absurde apparaitra comme l'illustration paradigmatique de ce changement de
position.



concevoir et soumettre une premiere séquence de tiaches a des éleves de Secondaire 1 (12-13 ans).
Le modele de la tache a ensuite été arrété : elle consiste a organiser une « preuve » dont on a
d'abord exposé les grandes lignes lors d'une discussion de classe dirigée par 1'enseignant, pendant
laquelle est introduite la figure d'accompagnement. Par équipes de trois ou quatre, les éleves
doivent ensuite placer des énoncés (écrits sur petits cartons rectangulaires, donnés péle-méle) dans
les cases vides d'un schéma sagittal, sur grand carton, ol seul 1’énoncé-cible est déja inscrit. De
facon a bien marquer a la fois le statut particulier des justifications (les régles d'inférence) et la
structure ternaire de l'inférence, celles-ci sont énoncées et numérotées sur une feuille a part. Les
éleves disposent de trois ou quatre de chaque numéro, sur pastilles. Ces numéros doivent &étre
placés dans les bulles attachées aux fleches-inférences : voir annexes 1, 3, 4 et 5. Apres le travail
sur le graphe, les éleves doivent individuellement rédiger un message (« dans leurs propres mots »)
pour convaincre 1'éleve Thomas (« qui ne croit jamais ce que ses professeurs lui disent ») de la

vérité (« hors de tout doute raisonnable ») de 1'énoncé-cible.

Compte tenu du niveau scolaire visé et des programmes, le choix du résultat-cible s'est porté sur le
théoreme de la somme des mesures des angles intérieurs du triangle. Plusieurs preuves en ont été
envisagées, notamment une adaptation du raisonnement exposé dans Hanna et Jahnke (1993,
p- 436). Pour les raisons exposées dans Tanguay (2005a, §4.2), apres discussions avec les
enseignants collaborateurs, nous avons retenu la preuve standard, qui consiste a tracer la parallele
a AB passant par C (A, B, C les sommets du triangle), et a invoquer la congruence des angles
alternes-internes ainsi formés. Il se trouve que le programme du Ministere de 1'Education du
Québec (MEQ, 1993) ne prévoit I’étude des angles correspondants et alternes-internes qu’en 4°
secondaire. Nous avons alors pris la décision d’incorporer la démonstration de la congruence des
alternes-internes a 1’activité. Les enseignants ont accepté d’insérer dans leur planification trois
taches d’une période’ chacune, chaque tiche consistant 4 reconstituer les schémas donnés
respectivement aux annexes 3, 4 et 5. L’idée générale de la preuve, pour les tiches 1 et 3, fait
I’objet d’une discussion de la classe avec I’enseignant, ou celui-ci amene les éleves a constater que
les angles opposés par le sommet ont un supplémentaire commun dans le cas de la tche 1, et a
repérer les angles alternes-internes congrus aux angles a la base du triangle donné, dans la tache 3.
La tache 2, beaucoup plus facile, n’est pas précédée d’une recherche interactive des grandes lignes
de la preuve, mais il faut par ailleurs consacrer une demi-heure a définir angles correspondants,
angles alternes-internes, et a expliquer pourquoi la congruence des angles correspondants sera

tenue pour acquise.

Réajusté puis approuvé par les enseignants-collaborateurs, le choix des régles d’inférence est
arrété en ajustant deux variables dont les effets opposés sont d'obtenir :

e des démonstrations o méme les pas en apparence anodins sont rendus explicites ;

e des schémas de complexité raisonnable.
Ce choix est imposé ex cathedra aux éleves, mais on peut penser que si des activités analogues
étaient planifiées sur une base réguliere, a plus long terme, il pourrait faire I’objet d’un travail de
toute la classe. La liste des justifications est distribuée sur feuille volante : voir I'Annexe 1.

® Une période au secondaire dure de 55 & 75 minutes. Il s'agissait ici de périodes de 75 minutes.



4. L'expérimentation

4.1. Le contexte

Elle a été menée aupres de trois classes de Secondaire 1 (12-13 ans) a Montréal, aux mois de mars,
avril et mai 2004. Les éleéves n’avaient jusqu’alors été introduits a la preuve en mathématiques que
sous la forme des justifications et explications informelles usuellement données au primaire. La
premiere tache était précédée d'une introduction, ou l'on expliquait aux éleves qu'ils auraient a
reconstituer une « vraie preuve mathématique », faite d'une série de déductions, « comme dans une
enquéte de Sherlock Holmes ou de Colombo. » Un exemple de déduction était représenté au
tableau sous forme schématique (avec la « bulle » de justification), puis discuté. Les séances, neuf
en tout, ont été filmées par un assistant de recherche. Compte tenu d'un important bruit ambiant,
nous avons décidé de suivre une seule équipe a la caméra-vidéo, branchée a un micro de table. Les
discussions d'une autre équipe ont été enregistrées avec magnétophone et micro de table. Les
grands cartons ont été photographiés a intervalles (plus ou moins) réguliers. Le chercheur et les
enseignants collaborateurs ont pris des notes. A cela s'ajoutent les preuves « pour convaincre
Thomas », rédigées par les éleves. L'analyse de cet ensemble de données n'étant pas complétée, je

ne rendrai compte ici que de ses conclusions les plus immédiates.

4.2. Laréussite

Pour la premiere tiche, vingt-deux équipes sur vingt-quatre ont réussi une reconstitution du
schéma, dans quelques cas a une regle d’inférence fautive pres. Le temps de réussite a varié entre
30 et 55 minutes (I’introduction demande de 15 a 20 minutes). Une équipe a réussi le schéma a

I’inversion de deux propositions pres. Une équipe a tourné en rond pendant toute la période.

Le second schéma déductif a été réussi par toutes les équipes en 5 a 15 minutes. Avec les
explications préalables sur les angles alternes-internes et la rédaction du message pour Thomas, les
éleves ont été occupés pour tout juste une heure. Il est clair que la facilité avec laquelle ils se sont

acquittés de la tache les a confortés dans leur capacité a réussir la troisieme tache.

Dans des temps variant entre 30 et 65 minutes, les dix-neuf équipes (trois sur ’heure du midi et
seize en cours)’ ont réussi la reconstitution du troisitme schéma, mais avec de I'aide a divers
degrés. D’abord, le numéro 9 est systématiquement placé dans la derniere bulle par 1’animateur
apres une vingtaine de minutes. Dans deux des classes, on a dii revenir pour expliquer, exemple a
I’appui, la reégle 9 (des éleves ne comprenaient pas le mot substitution). Avec quatre a cinq équipes
qui disaient n'arriver a rien, le chercheur ou l'enseignant ont repris 1'idée générale de la preuve :
« essayez de traduire cette idée avec les propositions que vous avez... ». En montrant ensuite
certains éléments de la preuve correctement établis dans leur schéma et en discutant de leurs

articulations possibles avec l'idée générale de la preuve, ces équipes ont fini par débloquer.

4.3. Autres éléments a relever
Des la deuxieme tache, les éleves se sont rapidement mis au travail, sachant treés bien ce qu'ils
avaient a faire. Ils semblent avoir apprécié les taches.

7 . . PN . . e, v oqe
Dans une des classes, des contraintes d'horaire nous ont forcé a faire l'activité sur 1'heure du midi, avec
trois équipes de volontaires.



Contréle possible par les éleves. Ceux-ci semblent en effet en mesure de valider par eux-
mémes leur schéma. L'erreur la plus fréquente, celle du « raccourci déductif », qui consiste a
faire une seule déduction avec ce qui aurait dii en étre deux ou trois,

Exemple, premiere tdche : de ce que ZMOQ et ZQON sont adjacents, par la regle 1,
les éleves déduisent que mZMOQ + mZQON = 180°.

finit pratiquement toujours par étre corrigée, parce que les éleves restent alors pris avec des
énoncés qu'ils ne savent plus ol placer, et reconsidérent 1'organisation des propositions. Ce qui
ne veut pas dire qu'ils ont a chaque fois identifié précisément ce qui n'allait pas avant : nous y
reviendrons. S'il leur arrive de demander au chercheur ou a l'enseignant de vérifier un schéma
fautif, leur manque de conviction est trés net a chaque fois; par exemple, dans un des
enregistrements : « On pense qu'on a fini mais on pense que ca ne marche pas». Nos
interventions ont alors consisté a montrer du doigt deux « déductions », une bonne, une
mauvaise, en demandant pour chacune : « Essayez de m'expliquer dans vos mots comment
fonctionne cette déduction. » L'invalidité de la déduction fait alors rapidement consensus. A
I'inverse, les éléves savent quand le schéma est réussi et leur conviction que tel est le cas se
manifeste alors clairement.

Les stratégies. Quelques équipes, les plus efficaces, ont cherché a travailler davantage « a
reculons » (a partir de 1'énoncé-cible), mais pas systématiquement. Les schémas se
construisent par zones, par fragments qu’on cherche ensuite a connecter. Le travail local se fait
selon des considérations géométriques, logiques, symboliques (« On met tous les MOQ et les
POM de ce cdté-la, et les autres la »), des recherches de symétrie, en un mélange difficile a
dissocier. Les équipes les plus inefficaces sont celles qui ne prennent en compte les
justifications qu’apres coup. Il apparait clairement que la traduction de la preuve en un
enchainement de déductions ne se fait que tres laborieusement, de fagon non systématique et
mal contrdlée ; et que méme quand la preuve est bien saisie dans ses grandes lignes,
lutilisation de ce canevas comme guide pour I’organisation déductive ne va absolument pas
de soi. Un éleve qui, de facon convaincante, a su synthétiser la 3° preuve devant ses
coéquipiers, s’exclamera : « Mais je ne sais pas comment I’expliquer avec ce tableau l1a ». Et
I’autre de renchérir : « On comprend mais pas avec le tableau ». La traduction inverse, du
schéma a la preuve écrite, ne va pas de soi elle non plus : voir le point ci-dessous.

Preuves écrites. Les messages écrits dans le cadre de la deuxiéme tache, en général bien
rédigés, portent sur une démonstration trop facile pour donner des informations significatives.
Par manque de temps, les messages « pour Thomas » des premiere et derniere taches ont été
laissés a faire a la maison. Je présente aux annexes 6, 7 et 8 trois parmi ceux, peu nombreux,
que j'ai pu récupérer (voir la discussion § 5.1). Dans un des groupes, plus rapide, la consigne
pour la troisiéme tiche ayant donné lieu a un malentendu entre le chercheur et I’enseignante,
les éleves ont rédigé un message par équipe, et ont pu remettre le message pour Thomas a la
fin de la période. Deux équipes ont cependant débordé de cinq a dix minutes, pour fignoler.
Sur les huit messages ainsi obtenus, trois cherchent a suivre le schéma en reprenant les
énoncés, mais montrent a divers degrés une maitrise imparfaite de 1’organisation déductive.
Un message suit de pres le schéma en montrant cette fois une bonne maitrise de 1’organisation
déductive. Chez les quatre autres des huit équipes, on a cherché a se réapproprier la
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démonstration. Les textes produits présentent a chaque fois une version simplifiée du
raisonnement, mais montrent par ailleurs une bonne maitrise de celui-ci. Le lecteur intéressé
pourra consulter quatre de ces huit productions dans Tanguay (2005a).

5. Conclusion

5.1. Retour sur les hypotheses

Qu'ont compris les éleves des regles du jeu de la démonstration géométrique a travers ces taches ?
Ont-ils saisi : ce qu’est une inférence ? 1’unicité et nécessité de la proposition inférée quand les
prémisses satisfont aux conditions de la régle ? Pour Duval (1995, p. 312), «... le point décisif
dans un apprentissage de la démonstration est la découverte d’un pas de raisonnement valide dont
la validité puisse étre éprouvée par I’éleve lui-méme sans aucun recours a un contréle externe
(accord d’un interlocuteur, consensus d’une communauté, conformité a un schéma logique...) »
Dans la mesure ou la reconstruction du graphe ne s'est pas faite uniquement selon des critéres
logiques et géométriques, ou 1’adéquation entre 1’organisation déductive et ce que les éleves
comprennent du raisonnement reste difficile, ou des éléves n’arrivent a se décentrer de 1’évidence

géométrique mZLMON = 180°, pour corriger I’inférence fautive

ZMOQ et ZQON sont adjacents mZMOQ + mZLQON = 180°

qu'avec le secours externe de la conformité au schéma (voir I’exemple, § 4.3), on peut se
demander ce qui restera aux éleéves, du point de vue de leur apprentissage de la démonstration.
Comme mentionné en § 3.1, Duval (2001, p. 201) insiste sur la nécessité de faire construire le
graphe par 1'¢éleve. J'affirme pour ma part que le travail sur un graphe déja construit peut contribuer
a jeter les bases de l'apprentissage escompté. Devant ses coéquipiers qui permutaient sans cesse les
énoncés «AB et PQ sont paralleles », « AC est une sécante pour les droites AB et PQ » et
«mZLABC = mZBCQ » dans trois des cases du troisieéme schéma, une éleve défendra la solution
valable en s’exclamant :

NON'! C’est a cause d’une sécante qui traverse une paralléle ! C’est a cause qu’il y a deux
paralléles coupées par une sécante qu’ils sont alternes-internes et c’est a cause qu’ils sont

alternes-internes qu’ils sont égaux !

Aux coéquipiers qui ne s'entendent pas dans une autre équipe, un étudiant a la maitrise, laissant
momentanément la caméra, explique que chaque déduction doit en principe pouvoir &tre analysée
et validée indépendamment des autres. Il a pu assister par la suite a un déblocage rapide et

significatif du travail de 1'équipe.

Un des relecteurs s'est interrogé sur la possibilité que de telles activités puissent faire accéder
I'éleve a son « Miracle Grec » (selon le mot de Georges Glaeser), provoqué par la découverte
personnelle d'au moins une démonstration. Une telle découverte est ressentie comme « miracle »
précisément selon moi quand elle s'accompagne de ce changement de position, discuté en § 3.1,
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changement a travers lequel 1'éléve prend conscience des possibilités qu'ouvre a lui la maitrise du
pur raisonnement. Duval releve que dans le texte de démonstration alors rédigé par 1'éleve, cette
prise de conscience se traduit par 'apparition d'attitudes propositionnelles (Duval, 1991, p. 252) et
de formes jubilatoires d'expression (Duval, 2001, p. 201). Les annexes 6 et 7 reproduisent deux
« messages pour Thomas » ou deux éleves, dans leur effort a se réapproprier les preuves 1 et 3,
respectivementg, montrent non seulement leur maitrise du raisonnement, mais aussi nettement la
conscience qu'ils ont de cette maitrise. Le « C'est assez simple... » du message de 1'annexe 6 tient
clairement de l'attitude propositionnelle. Une telle maitrise est aussi manifeste dans les 2°, 3° et 4°
productions d'éleves de Tanguay (2005a). Rappelons que nous avons affaire a des éleves de 12 et
13 ans, qui en sont a leurs premieres armes en démonstration ! La production de l'annexe 8, plus
sobre, par son utilisation a chaque fois pointue et pertinente du donc et du parce que, révele quant
a elle une bonne intelligence du role que jouent les regles d'inférence ; sauf peut-étre pour la reégle
de substitution, qui a été de loin la plus problématique pour les éleéves, dans le passage du

schématique au discursif.

Les autres points relevés en § 4.3, sans étre concluants eu égard aux hypotheses a) et b), § 3.1,
montrent tout de méme que le type d'activités proposé permet effectivement d'isoler les difficultés
et de concentrer 'attention des éleéves sur certains des mécanismes fins de 1'organisation déductive.
Le travail en équipes a-t-il favorisé ou défavorisé I'adhésion intuitive a ces mécanismes (cf.
§ 3.1 ¢) ? Les éleves sauront-ils adapter le mode de travail non linéaire (cf. § 2.1, point 3) qui a été
le leur pendant 1’activité, a un travail individuel plus standard de recherche et de rédaction d’une

preuve ? Il est trop tdt 2 mon avis pour statuer sur ces questions.

5.2.  Extensions anticipées

Pour étre mieux fixé, de méme que pour mieux étayer les affirmations a travers lesquelles j'ai
cherché a confirmer les hypotheses, il faudra expérimenter a plus long terme. Je n'affirme surtout
pas que tout travail de démonstration en géométrie devrait faire 'objet de telles activités. Je réitere
que telles que présentées ici, elles sont concues comme des amorces, destinées a déclencher une
meilleure compréhension des regles du jeu de la démonstration. J'envisage ensuite qu'on fasse
évoluer ce type d'activités, en y déléguant de plus en plus d'éléments de la tiche comme
I'élaboration de la figure, I'énonciation des propositions, le choix des régles et la construction du
graphe. Il s'agirait alors de les intercaler dans des planifications comme celles que proposent Gaud
et Guichard (1984), Pluvinage (1989) ou Arsac et al. (1992), en complémentarité avec des activités
de découverte, de recherche de conjecture, de validation inductive, de construction, etc. Il s'agirait
également d'en mieux controler les phases d’institutionnalisation’. Chaque stade de I'évolution de
telles activités devra lui aussi &tre congu comme « objet transitionnel » (Duval & Egret, 1989, p.
35), afin que cette progression débouche ultimement sur un travail standard de recherche et

rédaction des démonstrations.

¥ Le message de l'annexe 7 propose de fait un raisonnement distinct pour la 3° preuve schématisée.

° Pratiquement absentes de la présente expérimentation 4 cause des contraintes de temps, les phases
d’institutionnalisation constitueraient ces moments privilégiés ol, sur la base du travail accompli dans les
activités, 1’on ferait le point en classe sur les fondements de la démonstration.
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Un premier bilan

Comme premier bilan, j'avance que l'expérimentation met en évidence la justesse de certains des

diagnostics de Duval :

le raisonnement déductif par enchainement d’inférences n’est pas spontanément compris
des éleves, ni dans sa structure locale, ni dans sa structure globale ;

la nécessaire décentration par rapport aux contenus, a la valeur épistémique d’évidence ou
a la valeur logique de vérité, ne va pas du tout de soi pour I’éleve, et il s’agit pour lui de
quelque chose de beaucoup plus complexe et profond que de se conformer aux consignes
«tu n’as pas le droit de te fier a la figure » ou «tu dois justifier chacune de tes
affirmations » ;

comme le releve également Dreyfus (1999), le passage de la compréhension de prime
abord satisfaisante d’une preuve, des idées en cause, de leur articulation dans les grandes
lignes, a la production écrite de cette preuve en un raisonnement logiquement bien
contrdlé, constitue pour 1’éleve un saut fondamental, dont la difficulté tient a beaucoup
plus qu’a sa maladresse a rédiger, et est intimement lié a sa maitrise de la structure
déductive ;

le travail d'organisation mis en oeuvre dans les tiches proposées peut contribuer a

améliorer l'intelligence qu'a 1'éleve des mécanismes qui régissent cette structure.
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ANNEXE 1

Liste des justifications (ou regles d'inférence) ...

... pour les taches décrites a la section 3.2 (voir également annexes 3, 4 et 5). Pour la premiére

tache, seules les quatre premieres regles étaient données.

© ©®e6 6

Q

La mesure d'un angle résultant de la juxtaposition de deux ou plusieurs angles
adjacents, égale la somme des mesures de ces angles.

Tout angle plat mesure 180°.

Propriété de 1'égalité : si @m=%f et $f=0, alors @=0.

Simplification dans une égalité : si © +@ = © + @, alors m= 9.

Les angles opposés par le sommet ont méme mesure.

Les angles correspondants, déterminés par deux droites paralleles coupées par une
sécante, ont méme mesure.

Les angles alternes-internes, déterminés par deux paralleles coupées par une sécante,
ont méme mesure.

Par un point a 1'extérieur d'une droite passe une unique parallele a cette droite.
Substitution : si deux quantités sont égales, on peut substituer I'une par l'autre dans
n'importe quelle égalité.

ANNEXE 2

Les figures d'accompagnement pour chaque tache

Figure pour la 1 tAche

M

Figure pour la 2° tiche



ANNEXE 3

Solution pour la premiere tache

£ZMOQ et LQON _| m4MOQ + mZQON
sont adjacents | =m4MON
ZMON estun mZLMON = 180°
angle plat
£MOQ et LPOM l o mLMOQ + mLPOM
sont adjacents =mZPOQ
ZPOQ estun m<LPOQ = 180°
angle plat

mZMOQ + m£ZQON

=180°

=180°

mZMOQ +mZPOM

® Lesanglesopposésparle |«
sommet ont méme mesure

mZQON = m{POM

1)

ANNEXE 4

< mZLMOQ + mZQON
=mZMOQ +mZPOM

15

Solution pour la deuxieme tache

ZOAX et LBAP sont mZOAX =
opposés par le sommet mZ£BAP
£NBA et LOAX m4£NBA =
sont correspondants mZOAX

@ Les angles alternes-internes,

déterminés par deux paralleles |

| msNBA =
mZBAP

coupées par une sécante, ont
méme mesure
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ANNEXE 5§

3N

Solution pour la troisieme tache

o081 =

7w+ 7w 4+ p7u
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ANNEXE 6

Une production d'éleéve pour la premiere tiche
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ANNEXE 7

Une production d'éleve pour la troisieme tache
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ANNEXE 8

Une production d'éleve pour la troisieme tache
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